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Problemstellung

Problemstellung

Ziel: Schätzung von E(R) für jedes Einzelrisiko R (da der erwartete
Schaden die Basis für die Prämie ist).

Vorgehen: Bilden möglichst groÿer Gruppen von jeweils möglichst ähnlichen
Risiken. Anwendung des Gesetzes der groÿen Zahlen.

Frage: Wann sind zwei Risiken ähnlich/gleich?

Annahme: Bei gleichen bzw. ähnlichen Ausprägungen ihrer Risikomerkmale.

De�nition: Unter einem Risikomerkmal versteht man eine von auÿen a priori
feststellbare Eigenschaft von Risiken, die mit dem künftigen Schadenverlauf
korreliert ist.
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Problemstellung

Risikomerkmale

Beispiele für Risikomerkmale:

� Lebensalter

� Raucher/Nichtraucher

� Jahresfahrleistung in KH

� Anfänger/Nicht-Anfänger

� Bauart in Gebäude-Feuer

� Betriebsart

� Geographische Lage in Sturm

� Bauform

Relevante Risikomerkmale sind aus Intuition und Erfahrung weitgehend bekannt.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Problemstellung

Problemstellung

Di�erenzierung des �Unverbindlichen Risikoprämientarif Kraftfahrzeug-
Haftp�ichtversicherung� des GDV:

Risikomerkmal Anzahl Klassen

Typklasse 16

Regionalklasse 12

Schadenfreiheits-Klasse 39

Kilometerleistung 8

Tarifgruppen 3

Wohneigentum 2

Nutzerkreis 2

Di�erenziertes Nutzeralter 16

Fahrzeugalter beim Erwerb 12

) 16 � 12 � 39 � 8 � 3 � 2 � 2 � 16 � 12 = 138:018:816 mögliche Tarifzellen bzw.
Risikogruppen (und viele Gesellschaften unterteilen noch weiter)!
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Problemstellung

Kreuzklassi�kation

Folgerung: Viele Zellen sind schwach (oder gar nicht) besetzt und haben einen
instabilen (oder gar keinen) Schadenverlauf!

Idee: Heranziehen der Schadenerfahrung benachbarter Zellen mittels
Marginalfaktoren oder Marginalsummanden.

Im Folgenden betrachten wir nur zwei Tarifmerkmale:

y1 � � � yk � � � yK

x1
:

:

:

:

:

:

:

:

:

xi � � � E(Zik) = xiyk oder E(Zik) = xi + yk � � �

:

:

:

:

:

:

xI
:

:

:
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Problemstellung

Kreuzklassi�kation

Multiplikativer Fall: Parameter xi und yk sind nur bis auf einen Faktor
bestimmt, denn xiyk = (xic)

yk

c
.

Additiver Fall: Parameter xi und yk sind nur bis auf einen Summanden
bestimmt, denn xi + yk = (xi + c) + (yk � c).

Folgerung: Reduktion der Parameterzahl von I � K auf
1+ (I � 1) + (K � 1).

) Im Fall des KH-Risikoprämien-Tarifs des GDV: Reduktion von 138:018:816
Parametern auf 102 = 1+ 15+ 11+ 38+ 7+ 2+ 1+ 1+ 15+ 11)
Parameter.

Dieses Vorgehen erlaubt eine einfache Darstellung eines Tarifes mit intuitiver
Tariforganik.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Problemstellung

Beispiel: Ehemaliger Schwedischer Autotarif

Jahresfahrleistung (km) Schadenfreiheit
0-10.000 0,8 keine 1,0
10.001-15.000 0,9 1 Jahr 0,8
15.001-20.000 1,0 2 Jahre 0,7
20.001-25.000 1,1 3 Jahre 0,6
25.001-1 1,2 4 Jahre 0,5

5 Jahre 0,4
6 Jahre 0,2

Fahrzeugtyp Fahrgebiet
10 Modellklassen mit 7 Gebiete mit Faktoren
Faktoren zwischen 1,0 und 2,0 zwischen 0,81 und 1,14
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Problemstellung

Aufgabenstellung

Schätze xi , yk aus Realisierungen Zik = Sik=vik mit 1 � i � I und 1 � k � K

wobei die Volumina vik (in KH Jahreseinheiten) bekannt sind.

Falls Realisierungen aus mehreren Jahren verwendet werden sollen, kann man das
Jahr als zusätzliches Risikomerkmal betrachten.

Im Folgenden betrachten wir verschiedene Verfahren zur Schätzung von xi und yk
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Tari�erung mittels Marginaldurchschnitten

Tari�erung mittels Marginaldurchschnitten

Mit Z = S++=v++ sei

x̂i :=
Si+

vi+
und ŷk :=

S+k

v+k

� 1
Z
;

wobei Si+ :=
∑K

k=1 Sik und S+k , vi+, v+k , S++, v++ analog de�niert sind.

Dann ist

Ê(Zik) = x̂i � ŷk = Z � Si+=vi+
Z

� S+k=v+k

Z
:

Beachte: Falls das Volumen dimensionsfrei ist, so hat x̂i die Dimension EUR und
ŷk ist dimensionsfrei.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Tari�erung mittels Marginaldurchschnitten

Beispiel: 2-fach klassi�zierte KH-Statistik

privat gewerblich gesamt

1.800.000 69.000 1.869.000

leicht 9.000 300 9.300

200,0 230,0 201,0

1.320.000 177.100 1.497.100

mittel 6.000 700 6.700

220,0 253,0 223,4

720.000 276.000 996.000

schwer 3.000 1.000 4.000

240,0 276,0 249,0

3.840.000 522.100 4.362.100

gesamt 18.000 2.000 20.000

213,3 261,1 218,1

Jede Zelle enthält den Gesamtschaden Sik , das Volumen vik und den
Durchschnittsschaden Zik = Sik=vik .
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Tari�erung mittels Marginaldurchschnitten

Beispiel: 2-fach klassi�zierte KH-Statistik

Im Zahlenbeispiel erhalten wir mit den Maginaldurchschnitten die Schätzer:

Ê (Zik) x̂i
196,6 240,5 201,0
218,6 267,5 223,4
243,6 298,0 249,0

ŷk
213,3
218,1

261,1
218,1

Diese Lösung ist schlecht, da es hier eine exakte Lösung gibt:

Ê (Zik) x̂i
200,0 230,0 200,0
220,0 253,0 220,0
240,0 276,0 240,0

ŷk 1,00 1,15
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das Verfahren von Bailey und Simon

Das Verfahren von Bailey und Simon

Bei dieser Methode bestimmt man x̂i und ŷk durch Minimierung von

I∑
i=1

K∑
k=1

(Sik � vikxiyk)
2

vikxiyk
=

I∑
i=1

K∑
k=1

vik
(Zik � xiyk)

2

xiyk

analog zum Minimum-�2-Schätzer. Nullsetzen der partiellen Ableitungen liefert:

@

@xi

I∑
i=1

K∑
k=1

vik
(Zik � xiyk)

2

xiyk
= 0 ) x̂i =

√∑
k vikZ

2
ik=ŷk∑

k vik ŷk
; 1 � i � I ;

@

@yk

I∑
i=1

K∑
k=1

vik
(Zik � xiyk)

2

xiyk
= 0 ) ŷk =

√∑
i vikZ

2
ik=x̂i∑

i vik x̂i
; 1 � k � K :
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das Verfahren von Bailey und Simon

Das Verfahren von Bailey und Simon

Rekursion:

Mit den Startwerten ŷ
(0)
k := 1 iteriert man

x̂
(�+1)
i :=

√√√√∑k vikZ
2
ik=ŷ

(�)
k∑

k vik ŷ
(�)
k

; 1 � i � I ;

ŷ
(�+1)
k :=

√√√√∑i vikZ
2
ik=x̂

(�+1)
i∑

i vik x̂
(�+1)
i

; 1 � k � K :
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das Verfahren von Bailey und Simon

Das Verfahren von Bailey und Simon

Bemerkungen:

� Konvergiert rasch!

� Ergibt im Beispiel von Folie 12 die exakte Lösung!

� Wurde 1962�1994 in (West-)Deutschland eingesetzt.

� Ausreiÿeremp�ndlich!

� Als gewichteter Kleinste-Quadrate-Schätzer akzeptabel, falls das Gewicht
1=vikxiyk indirekt proportional zu Var(Sik) ist, d.h.
Var(Sik) = c � vikxiyk = c � E(Sik).
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das Marginalsummenverfahren

Das Marginalsummenverfahren

Bei diesem Verfahren werden x̂i und ŷk so geschätzt, dass

K∑
k=1

vik x̂i ŷk =

K∑
k=1

Sik ; 1 � i � I ;

I∑
i=1

vik x̂i ŷk =

I∑
i=1

Sik ; 1 � k � K :

Beachte, dass die Schätzer nach Konstruktion die Schäden nicht überschätzen.

Diese Bedingungen führen zu

x̂i =

∑K
k=1 Sik∑K

k=1 vik ŷk
und ŷk =

∑I
i=1 Sik∑I
i=1 vik x̂i

:

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 17



Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das Marginalsummenverfahren

Das Marginalsummenverfahren

Rekursion: Mit den Startwerten ŷ
(0)
k := 1 iteriert man

x̂
(�+1)
i :=

∑K
k=1 Sik∑K

k=1 vik ŷ
(�)
k

und

ŷ
(�+1)
k :=

∑I
i=1 Sik∑I

i=1 vik x̂
(�+1)
i

:

Bemerkungen:

� Konvergiert rasch

� Ergibt im Beispiel von Folie 12 die exakte Lösung

� Weniger ausreiÿeremp�ndlich als die Methode von Bailey-Simon

� Wird seit 1995 in Deutschland eingesetzt
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation

Kritik an den vorgestellten Verfahren

Bemerkung: Die bisher vorgestellten Verfahren sind nicht stochastisch:

� Keine Angabe zur Genauigkeit der Schätzer
I Sind die Parameterschätzer benachbarter Zellen so verschieden, dass

verschiedene Prämien gerechtfertigt sind?
I Muss eine etwas abweichende Prämie vom letzten Jahr angepasst werden?

� Keine Angabe zur Anpassungsgüte
I Modellüberprüfung der Kreuzklassi�kations-Annahme
I Entscheidung xi � yk gegen xi + yk

� Keine Angabe zur Prognosegenauigkeit
I Kon�denzintervall für den Schadenbedarf des nächsten Jahres
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die

Anzahl Schäden

Sei jetzt speziell Sik die Anzahl Schäden in der Zelle (i ; k). Dann heiÿt
Zik = Sik=vik die Schadenhäu�gkeit.

Tari�erung auf Basis der Schadenzahl ist besonders relevant in KH, da dort die
Schadendurchschnitt (d.h. Schadenaufwand/Schadenzahl) von Zelle zu Zelle nur
wenig variiert.

Beachte:

Schadenbedarf =
Gesamtschaden
# Jahreseinheiten

=
Gesamtschaden
# Schäden︸ ︷︷ ︸

Schadendurchschnitt

� # Schäden
# Jahreseinheiten︸ ︷︷ ︸

Schadenhäu�gkeit

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 20



Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Poisson-Verteilung

De�nition:

Eine Zufallsgröÿe N : Ω! N0 heiÿt Poisson-verteilt mit Parameter � � 0, wenn

P(N = n) = e��
�n

n!

für n 2 N0. Wir schreiben dann N � Poi(�).

Lemma: Für N � Poi(�) gilt

E(N) = � = Var(N):
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Poisson-Verteilung

5 10 15 20 25

0:1

0:2

�=3

�=10

n

P(N=n)
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Poisson-Prozess

Bemerkung:

Entstehen die Schäden mit einem sog. Poisson-Prozesses, d.h.

(1) die Schadenanzahlen in disjunkten Zeitintervallen sind unabhängig,

(2) es treten nie zwei oder mehr Schäden im exakt gleichen Zeitpunkt ein und

(3) die erwartete Anzahl Schäden in einem Zeitintervall hängt nur von dessen
Länge ab,

so ist die Anzahl der Schäden in einem festen Zeitraum automatisch
Poisson-verteilt.

Die Poisson-Verteilung ist also eine sehr plausible Schadenzahlverteilung.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Poisson-Modell

Wir verwenden folgende Modell-Annahmen:

Poisson-Modell:

Für 1 � i � I und 1 � k � K nehmen wir an, dass die Sik unabhängig sind mit

Poi(vikxiyk):

Es ist dann E(Zik) = xiyk . Das Modell muss aber für Sik = vikZik formuliert
werden, da im Allgemeinen Zik =2 N0.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Poisson-Modell

Die Likelihoodfunktion ist

L(x1; : : : ; xI ; y1 : : : ; yK ) =

I∏
i=1

K∏
k=1

(
e�vikxiyk

(vikxiyk)
Sik

Sik !

)
:

Hieraus erhalten wir die log-Likelihoodfunktion

lnL =

I∑
i=1

K∑
k=1

(Sik ln
(
vikxiyk)� vikxiyk � ln(Sik !)

)
:

Es gilt

0 =
@ lnL

@xi
=

K∑
k=1

(
Sik

xi
� vikyk

)
=

1
xi

K∑
k=1

(Sik � vikxiyk)

()
K∑

k=1

vikxiyk =

K∑
k=1

Sik ; 1 � i � I :
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Poisson-Modell

Analog

0 =
@ lnL

@yk
()

I∑
i=1

vikxiyk =

I∑
i=1

Sik ; 1 � k � K :

Folgerung:

Für das Poisson-Modell liefert das Marginalsummenverfahren also den
ML-Schätzer!
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenzahl

Als Beispiel betrachten wir die Schadenzahlen aus der Kraftfahrt-Haftp�icht-
Statistik von 2013 (nach Rücksprache mit dem GDV leicht verändert).

Wir beschränken uns auf PKW in der besten Schadenfreiheitsklasse und wenden
das Marginalsummenverfahren an um nach den Merkmalen Regionalklasse und
Fahrleistung zu di�erenzieren.

Als Anpassungstest verwenden wir folgenden �2-Test

I∑
i=1

K∑
k=1

(Sik � vik x̂i ŷk)
2

vik x̂i ŷk

asymp.� �2
IK�(I+K�1):

(Heuristik: Wären Sik � N (vikxiyk ; vikxiyk), dann
∑

i ;k
(Sik�vikxiyk )2

vikxiyk

exakt� �2
IK .)
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenzahl
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenzahl
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenzahl
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenzahl
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenzahl
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Ein stochastisches Ausgleichsverfahren für die Anzahl Schäden

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenzahl

Für unser Beispiel der KH-Statistik 2013 liefert die Teststatistik für das
Marginalsummenverfahren einen Wert von 89,6 < �2

77;95% = 98,5. Man muss
also bei einem Kon�denzniveau von 95% nicht ablehnen.

In Fällen, in denen der Test ablehnt, passen eine oder mehrere der
Modellannahmen nicht:

� Poisson-Verteilung

� Multiple Kreuzklassi�kation

� Unabhängigkeit der Sik

Die Schätzer der Methode von Bailey und Simon minimieren die Teststatistik.
Der Wert liegt mit 89,4 leicht unter dem Wert für das Marginalsummen-
verfahren.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Das auf der Gamma-Verteilung beruhende

Ausgleichsverfahren

Wir verwenden folgende Modell-Annahmen:

Gamma-Modell: Die Schadensätze/Schadenbedarfe Zik sind unabhängig mit

Zik =
Sik

vik
� Γ(xiyk ; vik�)

für 1 � i � I , 1 � k � K (� für alle i , j gleich).

Das Modell entspricht unseren Überlegungen zum Individuelle Modell, erweitert
um die Annahme der Kreuzklassi�kation E(Zik) = xiyk .

Die Annahme, dass � in allen Zellen gleich ist, d.h. dass die individuellen Risiken
in allen Zellen den gleichen Formparameter haben, sollte überprüft werden.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

ML-Schätzung der xi ; yk
Maximum-Likelihood-Schätzung der xi; yk: Es gilt

L(fxi ; ykg; �) =
I∏

i=1

K∏
k=1

((
Zikvik�

xiyk

)vik�

exp

(
�Zikvik�

xiyk

)
(ZikΓ(vik�))

�1

)
und somit

lnL(fxi ; ykg; �) =
I∑

i=1

K∑
k=1

(
vik� ln

(
Sik�

xiyk

)
� Sik�

xiyk
� ln(ZikΓ(vik�))

)
:

Nullsetzen der partielle Ableitung liefert

0 =
@ lnL

@xi
=

K∑
k=1

(
�vik�

xi
+

Sik�

x2i yk

)
=

�

x2i

K∑
k=1

(
Sik

yk
� vikxi

)
:
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

ML-Schätzung der xi ; yk
Somit erhalten wir

x̂i =
1
vi+

(
K∑

k=1

Sik

ŷk

)
=

K∑
k=1

vik

vi+

Zik

ŷk
; 1 � i � I ;

und analog aufgrund der Symmetrie

ŷk =

I∑
i=1

vik

v+k

Zik

x̂i
; 1 � k � K :
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

ML-Schätzung der xi ; yk
Bemerkungen:

� Beide Gleichungen können gemeinsam alternierend iterativ gelöst werden
(wie beim Marginalsummenverfahren). Zum Start werden alle ŷk = 1
gesetzt.

� Konvergiert rasch (fünf Iterationen).

� Liefert im Beispiel von Folie 12 die exakte Lösung.

� Der Schätzer �̂ wird nicht benötigt.

� Die Höhe der Likelihood-Funktion L ermöglicht die Entscheidung zwischen
dem additiven und multiplikativen Modell (aber hierzu wird �̂ benötigt).
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand

Als Beispiel betrachten wir den Schadenaufwand aus der Kraftfahrt-Haftp�icht-
Statistik von 2013 (nach Rücksprache mit dem GDV leicht verändert).

Wir beschränken uns wieder auf PKW in der besten Schadenfreiheitsklasse und
wenden die ML-Schätzer des Gamma-Modells an um nach den Merkmalen
Regionalklasse und Fahrleistung zu di�erenzieren.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 41



Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

ML-Schätzung von �

De�nition: Die Funktion Ψ := Γ0=Γ heiÿt Digamma-Funkton. Die Funktion Ψ0

heiÿt Trigamma-Funkton.

Zum Schätzen von � setzen wir

0 =
@ ln(L)

@�
=

I∑
i=1

K∑
k=1

vik ln

(
Sik�

x̂i ŷk

)
+vik � Sik

x̂i ŷk︸ ︷︷ ︸∑
i ;k=0

�vik Γ0(vik�)

Γ(vik�)︸ ︷︷ ︸
Ψ(vik�)


=

I∑
i=1

K∑
k=1

(
ln

(
Sik�

x̂i ŷk

)
�Ψ(vik�)

)
=: f (�)

Lösung mit Newton-Raphson

�̂(�+1) := �̂(�) � f (�̂(�))

f 0(�̂(�))
:

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 43



Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

ML-Schätzung von �

Als Startwert �̂(0) verwenden wir den Momentenschätzer �̂M .

Zur Berechnung von f und f 0 benötigt man die Digamma- und die
Trigamma-Funktion.

In Programmiersprachen wie R, MATLAB und python sind diese verfügbar.

Ansonsten kann man für x > 1 folgende Approximationen verwenden:

Ψ(x) � ln(x)� 1
2x
� 1

12x2
+

1
120x4

� 1
260x6

und

Ψ0(x) � 1
x
+

1
2x2

+
1
6x3

� 1
30x5

+
6

260x7

(für x > 1 relative Fehler < 1%, für x > 2 relative Fehler < 0,01%)
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Momentenschätzer für �

Mit Var(Zik) =
(xiyk )2

vik�
erhalten wir vik Var(Zik )

(xiyk )2
= 1

� . Somit wäre
vik (Zik�xiyk )2

(xiyk )2
ein

erwartungstreuer Schätzer für 1
� . Da die Erwartungswerte xiyk nicht bekannt

sind sondern geschätzt werden (I + K � 1 Parameter), verwenden wir

1
IK � (I + K � 1)

I∑
i=1

K∑
k=1

vik(Zik � x̂i ŷk)
2

(x̂i ŷk)2

als Schätzer für 1
� . Wir erhalten den gewünschten Momentenschätzer

�̂M =
IK∑I

i=1

∑K
k=1

vik (Zik�x̂i ŷk )2

(x̂i ŷk )2

:

Im Fall der KH-Statistik 2013:

� Momentenschätzer: 1,197 � 10�3
� ML-Schätzer: 1,699 � 10�3
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Genauigkeit der Parameter

Wir legen oBdA x1 := 1 fest, damit die Lösung eindeutig ist.

Als Approximation der Kovarianzmatrix der Parameter benötigen wir die
Fisher-Informationsmatix:

Cov(#̂) � I (#)�1 = E

((
� @2 lnL

@#i@#j

)
i ;j

)�1

mit #̂ = (#̂1; : : : ; #̂I+K ) = (x̂2; : : : ; x̂I ; ŷ1; : : : ; ŷK ; �̂).
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Genauigkeit der Parameter

Partielle Ableitungen nach xi und xj :

�@2 ln(L)

@xi@xj
= ��ij�

K∑
k=1

(
vik

x2i
� 2Sik

x3i yk

)

) E

(
�@2 ln(L)

@xi@xj

)
= ��ij�

K∑
k=1

(
vik

x2i
� 2vikxiyk

x3i yk

)
=

�ij�

x2i

K∑
k=1

vik

Partielle Ableitungen nach xi und yk :

�@2 ln(L)

@xi@yk
=

Sik�

x2i y
2
k

) E

(
�@2 ln(L)

@xi@yk

)
=

vik�

xiyk

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 47



Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Genauigkeit der Parameter

Partielle Ableitungen nach yk und yl :

E

(
�@2 ln(L)

@yk@yl

)
=

�kl�

y2k

I∑
i=1

vik (Symmetrie!)

Partielle Ableitungen nach xi und �:

�@2 ln(L)

@xi@�
= � 1

x2i

K∑
k=1

(
Sik

yk
� vikxi

)

) E

(
�@2 ln(L)

@xi@�

)
= � 1

x2i

K∑
k=1

0 = 0

Partielle Ableitungen nach yk und �:

E

(
�@2 ln(L)

@yk@�

)
= 0 (Symmetrie!)
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Genauigkeit der Parameter

Partielle Ableitungen nach �:

�@2 ln(L)

@�2
= �

I∑
i=1

K∑
k=1

vik

(
1
�
� vikΨ

0(vik�)

)
mit der Trigamma-Funktion Ψ0(x) = 1

x
+ 1

2x2
+ 1

6x3
+ � � � . Somit

E

(
�@2 ln(L)

@�2

)
=

I∑
i=1

K∑
k=1

v2ik

(
1

2v2ik�
2
+

1

6v3ik�
3
+ � � �

)

=
IK

2�2

(
1+

1
IK

I∑
i=1

K∑
k=1

1
3vik�

+ � � �
)

&
IK

2�2
wenn für die meisten Zellen vik�� 1 gilt.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Genauigkeit der Parameter

Insgesamt erhalten wir die folgende Informationsmatrix
IIK (fx2; : : : ; xI ; y1; : : : ; yK ; �):

I � 1 K 1
x2 : : : xI y1 : : : yK �

x2

I � 1
:::

(
�ijvi+

x2
i

�
)
i ;j

(
vik

xiyk
�
)
i ;k

0

xI
y1

K
:::

(
vik

xiyk
�
)t
i ;k

(
�klv+k

y2
k

�
)
k;l

0

yK
1 � 0 0 � IK

2�2

=:

(
�M 0
0 IK

2�2

)
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Asymptotische Kovarianzmatrix

Da die asymptotische Kovarianzmatrix die Inverse der Informationsmatrix ist,
erhalten wir schlieÿlich

Cov(#̂) �
(

(�M)�1 0
0 2�2

IK

)
:

Insbesondere erhalten wir Var(�̂) � 2�2

IK
� 2�̂2

IK
, d.h.

Sd(�̂) � �̂√
IK=2

:

Im Fall der KH-Statistik 2013 ist
√
IK=2 =

√
12 � 8=2 � 6:9, d.h. wir schätzen

die Standardabweichung von �̂ auf ungefähr 14% von �̂.

Durch Invertieren der kompletten Informationsmatrix erhält man auch Schätzer
für die Varianzen und Kovarianzen von x̂i und ŷk .
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Genauigkeit (Schätzfehler) der Schadenschätzer

Letztlich interessiert aber die Genauigkeit (Schätzfehler) der Prämienschätzer
x̂i � ŷk , da diese die Basis der Prämienkalkulation sind.

Wir betrachten die Abbildungen

Tik(x2; : : : ; xI ; y1; : : : ; yK ; �) := xiyk :

Nach dem Transformationssatz für ML-Schätzer erhalten wir

Var (x̂i ŷk) �
(
@Tik

@#

)
Cov(#̂)

(
@Tik

@#

)t

= (yk ; xi )

(
Var(x̂i ) Cov(x̂i ; ŷk)

Cov(ŷk ; x̂i ) Var(ŷk)

)(
yk
xi

)
= Var (x̂i ) y

2
k + 2xi Cov(x̂i ; ŷk)yk + x2i Var(ŷk):
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand

Für die KH-Statistik 2013 sehen wir

V̂co(x̂i ŷk) =
Ŝd(x̂i ŷk)

x̂i ŷk
2 [0,049; 0,220]:

Mit � zwei Standardabweichungen als Kon�denzintervall, erhalten wir
beispielsweise

� für die Zelle (Regionalklasse 3 / Fahrleistung 10�): x̂i ŷk = 144� 16,

� für die Zelle (Regionalklasse 12 / Fahrleistung 31�): x̂i ŷk = 265� 112.

Diese Schätzung ist relevant für die Fragestellung

� ob zwei Zellen signi�kant verschiedene Erwartungswert-Schätzer haben und

� ob man eine etwas abweichende �alte� Prämie beibehalten kann.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Mittlerer Prognose-Fehler

Ebenso wichtig ist die Abweichung der künftigen (nächstjährigen) Realisierung
Z �ik vom Schätzer x̂i ŷk , d.h. der sog. mittlere quadratische (Prognose-)Fehler

mse(x̂i ŷk) := E
(
(Z �ik � x̂i ŷk)

2
)

= E

(((
Z �ik � E(Z �ik)

)
+
(
E(Z �ik)� E(x̂i ŷk)

)
+
(
E(x̂i ŷk)� x̂i ŷk

))2)
� Var(Z �ik)︸ ︷︷ ︸

Zufallsfehler

+ [E(Z �ik)� E(x̂i ŷk)]
2︸ ︷︷ ︸

Bias

+ Var(x̂i ŷk)︸ ︷︷ ︸
Schaetzfehler

:

Hierbei verwendet: Cov(Z �ik ; x̂i ŷk) � 0, da die Zufallsvariablen aus verschiedenen
(und daher nahezu) unabhängigen Jahren sind.

Der Bias sollte wegen der Konsistenz der ML-Schätzer nahezu null sein.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Mittlerer Prognose-Fehler

In unserem Modell ist Z �ik � Γ(xiyk ; v
�
ik�), wobei v

�
ik die Volumina des nächsten

Jahres sind. Daher erhalten wir den Zufallsfehler

Var(Z �ik) =
(xiyk)

2

v �ik�
:

In dem Beispiel der KH-Statistik 2013 ist für v �ik = vik der Zufallsfehler für alle
Zellen gröÿer als der Schätzfehler, und es ist

V̂co(Z �ik) =
1√
vik �̂

2 [0,080; 1,246]:
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 61



Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Anpassungstest (Goodness of Fit-Test)

Anpassungstest durch Vergleich der Likelihood L mit der Likelihood L1 des vollen
Modells mit lauter individuellen E(Zik) =: �ik mittels Likelihood-Quotiententest.
Hierbei muss � bekannt sein (z.B. aus Einzelrisikodaten), sonst ist L1
überparametrisiert. Wie oben berechnen wir

lnL1(f�ikg) =
I∑

i=1

K∑
k=1

(
vik� ln

(
Sik�

�ik

)
� Sik�

�ik

� ln (ZikΓ(vik�))

)
Partielle Ableitung liefert

0 =
@ lnL1(f�ikg)

@�ik

= �vik�

�ik

+
Sik�

�2
ik

) �̂ik =
Sik

vik
= Zik

(keine Überraschung!).
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Anpassungstest (Goodness of Fit-Test)

Daher erhalten wir

lnL1(f�̂ikg) =
I∑

i=1

K∑
k=1

(
vik� ln(vik�)� vik�� ln

(
ZikΓ(vik�)

))
lnL(fx̂i ; ŷkg) =

I∑
i=1

K∑
k=1

(
vik� ln

(
Sik�

x̂i ŷk

)
� Sik�

x̂i ŷk
� ln

(
ZikΓ(vik�)

))

=

I∑
i=1

K∑
k=1

(
vik� ln

(
Sik�

x̂i ŷk

)
� vik�� ln

(
ZikΓ(vik�)

))
:
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Anpassungstest (Goodness of Fit-Test)

Mittels Likelihood-Quotiententest erhalten wir

2 ln
L1

L
= 2(lnL1 � lnL) = 2

I∑
i=1

K∑
k=1

(
vik� ln

(
vik x̂i ŷk�

Sik�

))

= 2�
I∑

i=1

K∑
k=1

vik ln

(
x̂i ŷk

Zik

)
� �2

IK�(I+K�1);

wobei IK � (I + K � 1) die Anzahl der eingesparten Parameter ist.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Das auf der Gamma-Verteilung beruhende Ausgleichsverfahren

Anpassungstest (Goodness of Fit-Test)

In unserem Beispiel der KH-Statistik 2013 erhalten wir 2 ln L1
L
= 57:792 � � mit

12 � 8� 19 = 77 Freiheitsgraden, d.h. keine Ablehnung der Kreuzklassi�kation für

� � �2
77;95%

57:792
=

98;5
57:792

� 0;001704

bei einem Kon�denzniveau von 95%.

Beachte, dass �̂ = 0;001699 in unserem Beispiel nicht herangezogen werden
sollte um die Kreuzklassi�kation anzunehmen bzw. abzulehnen, da � im Modell
geschätzt wurde. Wie oben bemerkt muss � bekannt sein.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Groÿschadenproblematik und Kupierung

Groÿschadenproblematik und Kupierung

Im Beispiel KH 2013 ist Zelle (Regionalklasse 9 / Fahrleistung 10�) ein
Ausreiÿer:

� Zik = 254,4

� x̂i � ŷk = 185,6

Wegen vik = 50:719 ist dies ein realisierter Schaden von 12,9 Mio. statt der
Schätzung von 9,4 Mio. Diese Abweichung kann durch einen einzelnen
Groÿschaden bedingt sein.

Noch extremer ist die Situation in der Feuer-Versicherung, wo oft über 50% des
Gesamtschadens von den 1% gröÿten Schäden stammen.
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Groÿschadenproblematik und Kupierung

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Groÿschadenproblematik und Kupierung

Beispiel: KH-Statistik 2013 � Schadenaufwand
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Groÿschadenproblematik und Kupierung

Groÿschadenproblematik und Kupierung

� Wenn Groÿschäden zufällig über die Risikogruppen verteilt sind, sollte man
sie kupieren (= abschneiden), aber nicht ganz eliminieren.

� Die Kupierungsgrenze sollte nicht für alle Risikogruppen gleich gewählt
werden sondern z.B. das gleiche Perzentil (z.B. 99.9%) der Verteilung der
Einzelschadenhöhen.

� Dies ist bei kleiner Schadenzahl nicht praktikabel. Dann kann die Grenze mit
Tschebysche� oder Cantelli ermittelt werden (mit einem kleineren Perzentil,
z.B. 99%):

Var(X )

Var(X ) + a2
= 1% ) a2 = 99 � Var(X ) ) a � 10 � Sd(X ):
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Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
Groÿschadenproblematik und Kupierung

Groÿschadenproblematik und Kupierung

� Dieser Ansatz führt zu Kupierung bei einer Grenze von 10
Standardabweichungen über dem Erwartungswert.

� Der Gesamtbetrag der durch Kupierung weggefallenen Schadenteile muss
durch eine einheitliche prozentuale Erhöhung der Erwartungswertschätzer
nach Kupierung wieder eingerechnet werden.
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Teil 2: Tarifkalkulation

Inhalt

Problemstellung

Ausgleichsverfahren bei mehrfacher Klassi�kation
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Bildung von Ausprägungsklassen
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Ein lineares Modell besteht aus unabhängigen Beobachtungen Z = (Z1; : : : ;ZN)
mit gleichen Varianzen Var(Zn) = �2, 1 � n � N, und dem linearen Prediktor

E(Zn) =

M∑
m=1

�nm�m; d.h. E(Z ) = X�

mit bekannter Designmatrix X =
(
�nm
)
mit vollem Rang M < N und

unbekannten Parametern � = (�1; : : : ; �M).

Ziel: Viele Beobachtungen Zn durch wenige Parameter �m erklären, d.h. M � N.
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Lineare Modelle

Dann ist �̂ := (X tX )�1X tZ der Gauÿ-Markov-Schätzer, d.h. der (eindeutig
bestimmte) lineare erwartungstreue Schätzer, der unter allen linearen
erwartungstreuen Schätzern �̃ = �̃(Z1; : : : ;ZN) die minimale erwartete
quadratische Abweichung

E
(
kE(Z )� X �̃k2

)
hat (BLUE = Best Linear Unbiased Estimator).

�̂ minimiert unter den linearen Schätzern �̃ die Summe der Fehlerquadrate

N∑
n=1

(
Zn �

M∑
m=1

�nm�̃m

)2

= kZ � X �̃k2:

Sind die Zn normalverteilt, so sind auch die Verteilungen von �̂ und den
Teststatistiken für diverse lineare Hypothesen angebbar. Auÿerdem ist �̂ dann
der ML-Schätzer für �.
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Verallgemeinerte Lineare Modelle

Problematik bei Linearen Modellen:

� In der Praxis sind die Zn oft nicht normalverteilt.

� Die Linearität ist oft erst nach gewisser Transformation von E (Zn) gegeben
(z.B. ln(xiyk) = ln xi + ln yk).

� Die Varianzen sind oft nicht für alle Zn gleich.

� Auÿerdem hätte man gerne eine Software für die komplexen Kalkulationen
wie im Abschnitt über das kreuzklassi�zierte Gamma-Modell.

Dies alles leisten die GLMs!

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 74



Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Exponentialfamilien

De�nition: Eine einparametrige Exponentialfamilie mit Volumenmaÿen ist eine
Schar von Verteilungen P#, wobei # ein o�enes Intervall Θ � R durchläuft, so
dass für jedes # die Verteilung P# eine Dichte bezüglich eines gemeinsamen
dominierenden Maÿes � von der Form

f (x j #; �; v) = exp

(
#x � b(#)

�=v
+ c(x ; �; v)

)
; x 2 R

besitzt. Hierbei ist

� b : Θ! R zweimal stetig di�erenzierbar mit b0 > 0 und b00 > 0,

� v > 0 ein bekanntes Volumenmaÿ,

� � > 0 ein Skalenparameter und

� c : R� (0;1)2 ! R messbar.

Wir bezeichnen die Verteilung von P# dann mit EDF�(#; �; v ; b; c).
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Exponentialfamilien

Lemma: Für X# � EDF�(#; �; v ; b; c) gilt

E(X#) = b0(#) und Var(X#) =
�

v
b00(#):

De�nition: Die Funktion V : b0(Θ)! R mit

V (�) := b00((b0)�1(�))

heiÿt Varianzfunktion der Exponentialfamilie.
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Beispiele für Exponentialfamilien

Normalverteilung:

Wir wählen Θ := R, # := �, � > 0, v > 0, �2 := �=v , b(#) := #2=2 und

c(x ; �; v) := � x2

2�=v
� 1

2
ln(2��=v) = � x2

2�2
� 1

2
ln(2��2):

Dann gilt

1p
2��2

exp

(
� (x � �)2

2�2

)
= exp

(
#x � b(#)

�=v
+ c(x ; �; v)

)
;

d.h. EDF�(#; �; v ; b; c) = N (�; �2).

Es ist E(X#) = b0(#) = # = �, Var(X#) =
�
v
b00(#) = �=v = �2 und V (�) = 1.
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Beispiele für Exponentialfamilien

Overdispersed Poisson:

Wir wählen Θ := R, � > 0, # := ln(�), b(#) := exp(#), v > 0 und
c(x ; �; v) := � ln(Γ( xv� + 1))� xv

� ln(�=v). Als dominierendes Maÿ wählen wir

das Zählmaÿ auf �
v
�N0. Dann gilt für x 2 �

v
�N0

e��v=�
(�v=�)xv=�

(xv=�)!
= exp

(
xv ln(�)� �v

�
+ c(x ; �; v)

)
= exp

(
#x � b(#)

�=v
+ c(x ; �; v)

)
;

d.h. für eine Zufallsgröÿe N mit dieser Verteilung gilt Nv=� � Poi(�v=�).

Es ist E(X#) = b0(#) = e# = �, Var(X#) =
�
v
b00(#) = �

v
e# = �

v
� und V (�) = �.

Für � = v ergibt sich die normale Poisson-Verteilung.
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Beispiele für Exponentialfamilien

Gamma-Verteilung:

Wir wählen Θ := (�1; 0), # := �1=�, � := 1=�, v > 0, b(#) := � ln(�#) und

c(x ; �; v) := (v=�� 1) ln(x)� ln(Γ(v=�)) +
v

�
ln(v=�):

Dann gilt (
�v
�

)�v
Γ(�v)

x�v�1 exp(��vx

�
) = exp

(
#x � b(#)

�=v
+ c(x ; �; v)

)
;

d.h. EDF�(#; �; v ; b; c) = Γ(�; v�).

Es ist E(X#) = b0(#) = �1=# = �, Var(X#) =
�
v
b00(#) = �

v#2 = �2

v� und
V (�) = �2.
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Verallgemeinerte Lineare Modelle

De�nition: Ein verallgemeinertes lineares Modell (GLM) besteht aus

� unabhängigen Beobachtungen Z1; : : : ;ZN mit bekannten Volumenmaÿen
v1; : : : ; vN , so dass

Zn � EDF�n
(#n; �; vn; b; c);

mit für alle n gleichen b, c (bekannt) und � (unbekannt),
� einer bekannten Designmatrix X = (�ij) 2 RN�M ,
� unbekannten Parametern � = (�1; : : : ; �M) und
� einer zweimal stetig di�erenzierbaren Linkfunktion g : (a; b)! R mit
g0(x) 6= 0 für alle x 2 (a; b),

so dass für die Erwartungswerte �n := E(Zn) gilt

g(�n) =

M∑
m=1

�nm�m:
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

ML-Schätzung und Fisher-Informationsmatrix bei GLMs

Lineare Modelle sind spezielle GLMs mit vn = 1, � = �2, V (�n) = 1 und
g(�n) = �n.

Lemma: In einem GLM gilt

@

@�m
lnL(�; �) =

1
�

N∑
n=1

vn(Zn � �n)

V (�n)

�nm

g0(�n)
:

Bezeichnet I (�; �) =
(
Imk(�; �)

)
mk

die Fisher-Informationsmatrix bezüglich der

Parameter �, so gilt

Imk(�; �) =
1
�

N∑
n=1

vn

V (�n)

�nm�nk

g0(�n)2
:

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 81



Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

ML-Schätzung und Fisher-Informationsmatrix bei GLMs

Bemerkungen:

� Die Lösung der ML-Gleichungen für � hängt o�enbar weder von den
dominierenden Maÿen �n noch von der Funktion c(x ; �; v) ab.

� Von der Verteilungsfamilie geht nur die Varianzfunktion V (�) in die
Likelihoodgleichnungen ein.

� Ferner kann man � schätzen, ohne � zu kennen bzw. zu schätzen (wie � im
Gamma-Modell). Zur Berechnung der Fisher-Informationsmatrix wird aber
ein Schätzer von � benötigt.

� Es gibt Softwarepakete für die GLMs. Dort werden diese ML-Gleichungen
üblicherweise mit dem Fisher-Scoring-Algorithmus gelöst.
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Fisher Scoring

Fisher Scoring-Verfahren:

Ersetzt man im Newton-Raphson-Verfahren zur Lösung von

r��`(�; �) = r�� lnL(�; �) = 0

die Matrix r�rt
��`(�; �) durch ��I (�; �) = �E�(r�rt

�`(�; �)), so spricht
man vom Fisher-Scoring-Verfahren.

Die Iteration lautet dann

�̂(�+1) := �̂(�) + [�I (�̂(�); �)]�1 � r��`(�̂
(�); �):
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Schätzung des Dispersionsparameters

Schätzung von �:

Ist �̂ der ML-Schätzer für � und sind die �̂n die zugehörigen Schätzer für �n, so
lautet ein Schätzer für den Skalenparameter �

�̂ :=
1

N �M

N∑
n=1

vn(Zn � �̂n)
2

V (�̂n)
:

Dieser wird benötigt um einen Schätzer für die Kovarianzmatrix von �̂ zu
berechnen.
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Devianz

Wir �xieren nun Exponentialfamilie, Dispersion � und Linkfunktion g und stellen
ein GLM mit Designmatrix X 2 RN�M als M-dimensionale Fläche in RN dar:

M :=
{
(�1; : : : ; �N)

∣∣∣ g(�n) =

M∑
m=1

�nm�m

}
:

Extremfall ist das volle Modell MN = RN mit der N-dimensionalen
Einheitsmatrix als Designmatrix.
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Devianz

De�nition: Es sei

L(M) := 2 sup
b0(#)2M

N∑
n=1

vi (#iZi � b(#i )):

Dann heiÿt
D(M) := L(MN)� L(M)

die Devianz des Modells M.
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)

Devianz

Bemerkungen:

� Im linearen Modell ist die Devianz gleich der Summe der Fehlerquadrate.

� Die Devianz D(M) ist die Di�erenz der log-Likelihoods des vollen Modells
und M multipliziert mit 2�. Die Devianz ist unabhängig vom
Dispersionsparameter �.

� Sind Ma �Mb geschachtelte Modelle mit Na < Nb Freiheitsgraden und ist
das kleinere Modell Ma richtig, so ist

D(Ma)�D(Mb)

�

�2-verteilt mit Nb � Na Freiheitsgraden (Likelihood-Quotiententest).
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)
Anwendung von GLMs auf das kreuzklassi�zierte Ausgleichsproblem

Anwendung von GLMs auf das kreuzklassi�zierte

Ausgleichsproblem

Linearisierung durch log-Link, d.h. g(�) = ln�. Wir verwenden die Parameter

(�1; : : : ; �I ; �I+1; : : : ; �I+K ) = (ln x1; : : : ; ln xI ; ln y1; : : : ; ln yK )

und die Design-Matrix X = (�ik;m) mit

�ik;m =

{
1 für m = i oder m = I + k

0 sonst,

d.h. die Design-Matrix besteht aus Dummy-Variablen, die nur das Zutre�en einer
bestimmten Merkmalsausprägungskombination anzeigen. Hiermit E(Zik) = xiyk
und

g(xiyk) = ln xi + ln yk = �i + �I+k =

M∑
m=1

�ik;m�m:
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)
Anwendung von GLMs auf das kreuzklassi�zierte Ausgleichsproblem

ML-Gleichungen

Damit erhalten wir die ML-Gleichungen

0 =
1
�

I∑
i=1

K∑
k=1

vik(Zik � xiyk)

V (xiyk)
� xiyk � �ik;m =

K∑
k=1

Zmk � xmyk

Var(Zmk)
� xmyk

für 1 � m � I und

0 =
1
�

I∑
i=1

K∑
k=1

vik(Zik � xiyk)

V (xiyk)
� xiyk � �ik;m =

I∑
i=1

Zi ;m�I � xiym�I

Var(Zi ;m�I )
� xiym�I

für I + 1 � m � I + K .

Im Poisson-Fall Var(Zik) = xiyk=vik ergeben sich die Marginalsummen-
Gleichungen. Auch im Gamma-Fall Var(Zik) = (xiyk)

2=(vik�) ergeben sich die
dieselben Gleichungen wie oben.
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Verallgemeinerte Lineare Modelle (GLMs)
Anwendung von GLMs auf das kreuzklassi�zierte Ausgleichsproblem

Bemerkungen

� Um eine invertierbare Informationsmatrix zu bekommen muss man wieder
einen der Parameter xi oder yk fest wählen (z.B. x1 := 1). Das wurde oben
nicht berücksichtigt, wirkt sich aber nicht auf die Gleichungen aus.

� Bei GLMs vom Typ vn Var(Zn) = �V (�n) = ���
n mit � 2 f0; 1; 2; 3g kann

die Wahl von �, d.h. die Wahl der Verteilung der Zn, mittels eines Plots von
ln
(
vn(Zn � �̂n)

2
)
gegen ln �̂n plausibilisiert werden: Die Steigung der

resultierenden Regressionsgeraden sollte gleich dem � der zugrunde gelegten
Verteilungsannahme sein.

� Wenn man �n = E(Zn) und Var(Zn) innerhalb jeder Risikogruppe n schätzen
kann (z.B. aus Einzelrisikodaten oder aus mehreren Jahren), dann sollte
man die Geeignetheit eines GLM und die Schätzwerte der Parameter � and
� aus der Regression ln

(
vnV̂ar(Zn)

)
versus ln�+ � � ln �̂n entnehmen.
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Bildung von Ausprägungsklassen
Problemstellung

Problemstellung

Gegeben sei ein nominal skaliertes Risikomerkmal mit vielen Ausprägungen, z.B.
geographische Regionen (PLZ, Zulassungsbezirke), Betriebsarten (Apotheke bis
Zeitschriftenhandel), Autotypen.

Ziel: Zusammenfassen von Ausprägungen zu Ausprägungsklassen
mit ähnlichem Schadenbedarf/-satz.

Beachte: Dies ist bei metrisch oder ordinal skalierten Merkmalen
einfacher bzw. evtl. sogar über�üssig, wenn ein funktionaler
Zusammenhang angenommen werden kann, z.B. zwischen
Jahresfahrleistung und Schadenbedarf.

Problem: Manche Ausprägungen können extrem schwach besetzt und
daher z.B. zufällig schadenfrei sein (in allen Jahren). Diese
müssen von fachmännischer Hand zugeordnet werden.
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Bildung von Ausprägungsklassen
Problemstellung

Problemstellung

Cluster-Analyse: Generell ist die Aufgabe einer Cluster-Analyse die
Zusammenfassung von Objekten zu Klassen/Clusters, wobei
Objekte derselben Klasse möglichst ähnlich, Objekte
verschiedener Klassen möglichst verschieden sein sollen.

Entscheidend: Quanti�zierung des Ähnlichkeitsbegri�s!

Problem: Ein Durchrechnen aller Möglichkeiten von Klasseneinteilungen
ist nicht möglich, da deren Anzahl viel zu groÿ ist (auch wenn
man ein Optimalitätskriterium hätte). Daher induktives
Vorgehen und heuristische Verfahren.

Bei uns sind die Objekte gleich den Ausprägungen (Gruppe der Risiken mit
gleicher Merkmalsausprägung) und das Ähnlichkeitskriterium ist der
Erwartungswert des Schadenbedarfs/-satzes.
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Bildung von Ausprägungsklassen
Problemstellung

Problemstellung

Besonderheiten:

� Die Objekte sind verschieden groÿ und der Wert des Ähnlichkeitskriteriums
ist nicht exakt bekannt, d.h. muss geschätzt werden und ist daher
zufallsabhängig.

� Daher ist die Quanti�zierung nicht durch die euklidische Distanz j�̂i � �̂k j
möglich, sondern durch Test auf Gleichheit der Erwartungswerte �i und �k .
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Bildung von Ausprägungsklassen
Problemstellung

Problemstellung

Warum nicht j�̂k � �̂l j als Distanzmaÿ?

� |̂
�1

|̂
�2

|̂
�3

|̂
�4

|
2%

|
98%

|
2%

|
98%

|
2%

|
98%

|
2%

|
98%

Zwar ist j�̂3 � �̂4j < j�̂1 � �̂2j aber dennoch sind o�enbar �3 und �4 signi�kant
verschieden, �1 und �2 dagegen nicht. Eine vernünftige Teststatistik
berücksichtigt die unterschiedlichen Varianzen.
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Bildung von Ausprägungsklassen
Agglomerative Klassenbildung

Agglomerative Klassenbildung

Es seinen I Ausprägungen eines Risikomerkmals gegeben (d.h. I Risikogruppen)
jeweils mit J Beobachtungen Zij des Schadensatzes mit bekannten Volumina vij .

Gesucht sind K disjunkte Klassen C1; � � � ;CK mit
⋃K

k=1 Ck = f1; 2; � � � ; Ig,
K � I , die �besser� sind als andere K Klassen.
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Bildung von Ausprägungsklassen
Agglomerative Klassenbildung

Gamma-Modell

Wir verwenden das Gamma-Modell Zij � Gamma (�i ; vij�i ) und verwenden das
Ähnlichkeits- bzw. Distanzmaÿ d(i ; k) zwischen zwei Ausprägungen i und k , das
durch den Likelihood-Quotiententest

d(i ; k) = 2 � ln L1 (�̂i ; �̂i ; �̂k ; �̂k)

L0 (�̂; �̂)

auf Gleichheit der Parameter (�i ; �i ) = (�k ; �k) = (�;�) de�niert wird. Genauer
gilt

L1 =

J∏
j=1

(
g�̂i ;vij �̂i

(Zij) � g�̂k ;vkj �̂k
(Zkj)

)
mit �̂i =

∑
j vijZij∑
j vij

und �̂i so dass
∑J

j=1 vij

(
ln
(
vijZij �̂i

�̂i

)
�Ψ(vij �̂i )

)
= 0, siehe oben.
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Bildung von Ausprägungsklassen
Agglomerative Klassenbildung

Gamma-Modell

Analog für �̂k und �̂k . Ferner

L0 =

J∏
j=1

(
g�̂;vij �̂(Zij) � g�̂;vkj �̂(Zkj)

)
mit �̂ =

∑
j (vijZij + vkjZkj)∑

j (vij + vkj)

und �̂ so dass

J∑
j=1

(
vij ln

(
vijZij �̂

�̂

)
� vijΨ(vij �̂) + vkj ln

(
vkjZkj �̂

�̂

)
� vkjΨ(vkj �̂)

)
= 0:
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Bildung von Ausprägungsklassen
Agglomerative Klassenbildung

Gamma-Modell

Damit geht man agglomerativ vor, d.h.

� schrittweise Reduktion der Anzahl Ausprägungsklassen durch Fusion der
Ausprägungen/Klassen mit der jeweils kleinsten Distanz d(i ; k)

� Stopp, sobald d(i ; k) � �2
4�2 das zuvor festgelegte Signi�kanzniveau

übersteigt (d.h. der Test die Gleichheit der Verteilungsparameter ablehnt)

Beachte: Gilt (�i ; �i ) = (�k ; �k) = (�;�), so ist

Z(ik);j =
vijZij + vkjZkj

vij + vkj
� Γ

(
�;
(
vij + vkj

)
�
)
;

d.h. der Schadensatz der durch Fusion entstandenen Klasse ist wieder
Gamma-verteilt.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 99



Bildung von Ausprägungsklassen
Agglomerative Klassenbildung

Poisson-Modell

Betrachten wir nur die Schadenhäu�gkeiten und modellieren

Sij � Poi(vij�i );

so vereinfachen sich die Rechnungen erheblich und die Testgröÿe (Distanzmaÿ)
d(i ; k) kann explizit angegeben werden:

d(i ; k) = 2 ln
L1(�̂i ; �̂k)

L0(�̂)
= 2Si+ ln

�̂i

�̂
+ 2Sk+ ln

�̂k

�̂
� �2

1:
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Bildung von Ausprägungsklassen
Agglomerative Klassenbildung

Normalverteilungs-Modell

Im Modell Zij � N (�i ; �
2=vij) mit einem bei allen Ausprägungen gleichen und

bekannten �2 erhält man als LQ-Test

d(i ; k) =
(�̂i � �̂k)

2

�2

vi+
+ �2

vk+

wobei der überall gleiche Faktor ��2 auch weggelassen werden kann, d.h. doch
nicht bekannt sein muss.

Die so entstehende sog. Ward-Distanz

�2d(i ; k) =
vi+ � vk+
vi+ + vk+

(�̂i � �̂k)
2

kann auch bei Daten aus nur einem Jahr (J = 1) angewandt werden und ist
daher recht populär. Allerdings hat man dann kein Stopp-Kriterium.
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Bildung von Ausprägungsklassen
Agglomerative Klassenbildung

Agglomerative Klassenbildung

Bemerkungen:

� Man kann beim erstmaligen Überschreiten des Signi�kanzniveaus meist
durch einen Umordnungsversuch noch etwas weiter kommen. Dass solche
Umordnungen in der Regel möglich sind, zeigt den heuristischen Charakter
des Vorgehens.

� Problematisch bei diesem Vorgehen ist die isolierte/separate Betrachtung
einzelner Risikomerkmale. Werden zwei Ausprägungsklassen als signi�kant
unterschiedlich erkannt, so kann das durch andere Risikomerkmale bedingt
sein.

� Bei der Bestimmung der optimalen Clusterzahl sind meist nicht vorrangig
formale, sondern inhaltliche Kriterien von Bedeutung.
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Auswahl der Tarifmerkmale
Problemstellung

Problemstellung

In den meisten Versicherungsbranchen gibt es viele Risikomerkmale. Z.B. in KH:

� Fahrzeug: kW, Typ, Gewicht, Alter

� Fahrgebiet: Zulassungsbezirk, Stadt/Land

� Fahrer: Alter, Beruf, Geschlecht, Familienstand, Anzahl Fahrer, Dauer des
Führerscheinbesitzes, Garagenbesitzer, Nationalität

� Fahrintensität: Kilometerleistung, Nutzungsart (privat/beru�ich)

Aber es bestehen gegenseitige Abhängigkeiten, z.B. eine (alte) Stichprobe in KH:

Geschlecht Anteil relativer Schadenbedarf mittlere Leistung
weiblich 25% 90% 40 kW
männlich 75% 103% 53 kW
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Auswahl der Tarifmerkmale
Problemstellung

Abhängigkeit des Schadenbedarfs vom Geschlecht

Tatsächlich ist für gleiche kW der Schadenbedarf für männlich und weiblich nicht
signi�kant unterschiedlich:

25 50 75 100

50

100

150

SB-Index

kW

w
m

25 50 75 100

5

10

15

20

25

30

JE in %

kW

w
m

Analysen eines einzelnen Merkmals können irreführend sein. kW und Geschlecht
sollten beispielsweise nicht gleichzeitig Tarifmerkmal sein. Ziel ist die Auswahl
der e�zientesten Risikomerkmale für einen Tarif.
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Auswahl der Tarifmerkmale
Schrittweise Merkmalsauswahl

Schrittweise Merkmalsauswahl

Wir nehmen an, dass bereits t > 0 Tarifmerkmale ausgewählt und ein GLM Ma

angepasst wurde.

Nimmt man ein weiteres Risikomerkmal mit K Ausprägungsklassen hinzu und
passt ein GLM Mb an, so ist bei bekannter Dispersion �

D(Ma)�D(Mb)

�

�2-verteilt mit K � 1 Freiheitsgraden.

Hiermit kann man testen, ob das weitere Risikomerkmal signi�kant ist.
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Auswahl der Tarifmerkmale
Schrittweise Merkmalsauswahl

Schrittweise Merkmalsauswahl

S Auswahl des signi�kantesten Risikomerkmals.
keines�! Ende

A Hinzunahme des gegenüber den derzeitigen TM signi�kantesten RM
(egal, ob über Signi�kanz-Schranke oder nicht).

B Ist jedes TM (immer noch) signi�kant gegenüber den jeweils anderen TM?

ja
Ist diese Menge der TM erstmals entstanden?

nein Elimination des am wenigsten signi�kanten TM. Ist dies
das TM, das beim letzten A -Schritt hinzukam?

ja
A

nein
Ende

ja
Ende

nein
B
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Schrittweise Merkmalsauswahl

Bemerkungen:

� Die Dispersion � ist nicht bekannt und muss geschätzt werden. Der
Schätzer hängt jedoch davon ab, welche Tarifmerkmale man in dem GLM
verwendet. Für die Merkmalsauswahl sollte man den Parameter � mit einem
der Modelle schätzen und dann für die Analyse konstant lassen.

� Alternativ kann man das maximale Modell (d.h. das Modell mit allen
Merkmalen) als Ausgangspunkt nehmen und dann sukzessive die am
wenigsten signi�kanten Merkmale aus dem Modell entfernen.

� Neben der formalen statistischen Analyse ist bei der Auswahl der Merkmale
eine intensive Auseinandersetzung mit inhaltlichen Aspekten der Modelle
bzw. einzelner Merkmale unabdingbar. Bei der Auswahl ist immer auch der
gesunde Menschenverstand gefragt.
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