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Das Kollektive Modell

Kollektives Modell
Definition:

Ein Paar (N, {X,}n>1). bestehend aus einer Schadenzahl N und einer i.i.d.-Folge
von Schadenhohen Xi, Xa, ... heiBt Kollektives Modell fiir ein Portefeuille von

Risiken, wenn N und {X,},>1 unabhdngig sind und sich der Gesamtschaden S
des Portefeuilles darstellen lasst als

Mit X bezeichnen wir im Folgenden eine Zufallsvariable mit der gleichen
Verteilungsfunktion F wie die X,.
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Das Kollektive Modell
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Kollektives Modell

Bemerkungen:

e Die Unabhangigkeit von Schadenhdhe und Schadenzahl ist eventuell verletzt
bei Naturgefahren- oder Konjunktur-Einfliissen, die Schadenzahl und -hche
zugleich beeinflussen (z.B. Winter mit viel Glatteis in KH).

e Die Unabhangigkeit der Schadenhohen ist weitgehend unproblematisch.
Gegebenenfalls kann man Schaden aus abhangige Policen (z.B.
Gebaude/Inhalt) zu einem Schaden zusammenfassen.

e Die identische Verteilung der Schadenhdhen erscheint irreal angesichts
unterschiedlich groBer Risiken (Versicherungssummen), aber es geht hier
nicht um die Verteilung der Schaden zu bestimmten Risiken, sondern um die
Mischverteilung der Schadenhohen aller im Portefeuille befindlichen Risiken.

e F ist die Verteilung, die man beobachtet, wenn man die Schadenhdhen der
Reihe nach notiert, also nicht weiB, welches Risiko den ndchsten Schaden
verursacht.
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Waldsche Identitaten

Satz (Waldsche Identitaten): /m kollektiven Modell gilt:

(1) E(S) = E(N) - E(X)

(2) Var(S) = Var(N)E(X)? + E(N) Var(X)

Bemerkung: In dem Spezialfall N ~ Poi()) folgt aus den Waldschen Gleichungen

E(S)=X-E(X) und Var(S)=X-E(X?).
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oo Das Kollektive Modell

woneren | \/erteilungsmodelle fiir die Schadenhdhe

LogNormal-Verteilung

Parameter:

Einordnung:

Verteilungsfunktion:

Dichte:

Momente:

Dr. Ulrich Riegel

o >0, u € R, statt u kann man den Skalenparameter
b := e* verwenden

X ~ LogNorm(p, 02) = In(X) ~ N (u,c?)

F(x):¢'<|n(xi_“) :<D<iln (’;)) fiir x > 0

- ex —7(“]()() _ M)Q fir x > 0
X - V2mwo? : 202

k2' 2 k2' 2
E(Xk):exp<k-u+ 20>=bk-exp< 20>ﬁjr
k > 1, insb.

f(x) =

2]

E(X) = et/ und  Var(X) = E(X)?(e” — 1).
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Das Kollektive Modell
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Dichten der LogNormal-Verteilung

2/b -

1/b
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Verteilungsmodelle fiir die Schadenhdhe

Pareto-Verteilung

Parameter: Skalenparameter t > 0, Formparameter a > 0

Einordnung: X ~ Pareto(t,a) = In(X/t) ~ Exp(a)
t o
Verteilungsfunktion: F(x) =1 — (x) fiir x > t

Dichte: f(x)=a-t* x> fiir x > t

Momente: E(X*) =t~ Lk fir ke N mit k <

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik



Das Kollektive Modell
e | \erteilungsmodelle fiir die Schadenhdhe

LubwiG-
MAXIMILIANS-

’LMU

Verteilungsfunktionen der Pareto-Verteilung

A
1 a=2,5
a=1,2
a=0,8
Il Il Il Il Il Il L
T T T T T T T L
0 1t 2t 3t 4t bt 6t Tt 8t
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Pareto-Verteilung

Lemma: Die Pareto-Verteilung hat folgende Eigenschaften:

(1) Fiir ¢ > 0 gilt

X ~ Pareto(t,a) = cX ~ Pareto(ct, a).

(2) Fiir X ~ Pareto(t, ) und ¢ > t gilt X|(X > c) ~ Pareto(c, a).



... Das Kollektive Modell

Verteilungsmodelle fiir die Schadenhdhe
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Nullpunkt-Pareto-Verteilung

Parameter: Skalenparameter t > 0, Formparameter a > 0

Einordnung: X ~ Paretog(t,a) = X+t ~ Pareto(t, a)

t [e3
Verteilungsfunktion: F(x) =1 — () fiir x >0

t+x
Dichte: f(x)=a t*(t+x)"*" fiir x >0
tk
Momente: E(X¥) = ) fiir k € N mit k < o
k
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... Das Kollektive Modell

Verteilungsmodelle fiir die Schadenhdhe

o

Verteilungsfunktionen der Nullpunkt-Pareto-Verteilung

A
1 a=2,5
a=1,2
a=0,8
1 1 1 1 1 1 1
T T T T T T L
0 1t 2t 3t 4t bt 6t Tt
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Poisson-Verteilung

Parameter: A>0
I A
Zahldichte: PIN=n)=e".-—firn=0,1,...
n!
Momente: E(N) =X, Var(N) =X, E((N-E(N))*)=x
. A
Rekursion: PIN=n)=P(N=n-1)- - firn > 1
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Das Kollektive Modell

Verteilungsmodelle fiir die Schadenzahl

Negative Binomial-Verteilung

Parameter:

Inerpretation:

Zahldichte:

Momente:

Rekursion:

Dr. Ulrich Riegel

a>0 pe(0,1)
Anzahl Misserfolge bis vor dem a-ten Erfolg (im Fall

a € N)

P(N =n) = (a—l—:—l) -p*-(1—p)' firn=0,1,...
E(N) = @, Var(N) = ﬁ,
e (v - E() = - 2=2)

P(N:n):P(N:n—l)-(l—p)-wn_l fiir n > 1

Schadenversicherungsmathematik
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Verteilungsmodelle fiir die Schadenzahl

o

Dispersion
Definition: Fiir eine INg-wertige Zufallsvariable N mit E(N) > 0 heiBt

_ Var(N)
~ E(N)

D(N) :

die Dispersion.
Bemerkungen:

e Fiir die Poisson-Verteilung gilt D(N) = 1.

e Fiir die Negative Binomialverteilung gilt D(N) = 1/p > 1.

e Die Parameter der Negativen Binomialverteilung lassen sich wie folgt aus
Erwartungswert und Dispersion berechnen:

1 E(N)
P=om " TR -1

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Poisson und Negativ Binomial mit E(N) = 10

'0

P(N=n)
A e Poisson, D(N)=1
m  NegBin mit D(N)=2
°° & NegBin mit D(N)=5
e [ ]
0.1 +
a" ", b
n
]
PUR I IR =
. m ® * - -
. MRS i
[ ] * -
. ® .
. Py,
* °
" ® e i : MRS
e : : : * s s U
5} 10 15 20 25
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Negative Binomialverteilung

Lemma:

Die Negative Binomialverteilung erhalt man aus der Poisson-Verteilung, wenn
man den Parameter N\ der Poisson-Verteilung zufallig mit einer
Gamma-Verteilung zieht. Genauer:

A~ T(u, a) und PYN=* = Poi(X) = N ~ NegBin(a, p) mit p =

w+a’

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Poisson-Prozess

Bemerkung:

Entstehen die Schaden mit einem Poisson-Prozess, so ist die Anzahl der Schaden
in einem festen Zeitraum automatisch Poisson-verteilt. Die Poisson-Verteilung
ist also eine sehr plausible Schadenzahlverteilung.

Nach dem Lemma von Folie 17 verniinftig mit einer Negativen
Binomialverteilung zu modellieren wenn

e die Schadenhaufigkeit von einer vorab unbekannten Jahresqualitat abhangt
(in KH z.B. milder/harter Winter) oder

e man beriicksichtigen mochte, dass der Poisson-Parameter nur mit einer
gewissen Unsicherheit geschatzt werden kann.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 18
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Das Verfahren von Panjer
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Gesamtschadenverteilung

e Ein Hauptziel des Kollektiven Modells ist die Berechnung der
Gesamtschaden-Verteilung G(s) von S aus den Verteilungen von X und N,
insbesondere fiir s > E(S).

e Man braucht G insbesondere zur Bestimmung des Sicherheitskapitals und
fiir bestimmte Formen der Risikoteilung.

e Die (zweiparametrischen) Verteilungsmodelle des Individuellen Modells (z.B.
Gamma-Verteilung) liefern nur in der Nahe des Erwartungswerts eine
brauchbare Approximation, und auch das nur bei homogenen Risikogruppen.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 19
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Gesamtschadenverteilung

Es qilt o
G(s)=P(S<s)=> P(N=nAS<5s)
n=0

:ZP(N:nAX1+...+Xn§5)

—ZP =n)-PXi+...+X, <) =Y pn- F(s)
mitpn:P(N:n)und

F*(x) i= 10y, F(x):=F(x) und F*(s) ::/F*("_l)(s—x)dF(x).

Die Berechnung der Gesamtschadenverteilung mit dieser Formel problematisch,
da beliebig hohe Faltungspotenzen vorkommen (extrem rechenaufwandig).

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 20



... Das Kollektive Modell

Das Verfahren von Panjer
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Panjer-Rekursion

Fiir die (in der Praxis) wichtigsten Situationen gibt es jedoch einen sehr
effizienten Algorithmus zur Berechnung der Gesamtschadenverteilung.

Fiir die Verteilung p, = P(N = n) der Schadenzahl N gelte die Rekursion

b
pp=1\a+ — )" pn-1.
n

Ferner sei die Verteilung der Schadenhdhen X, arithmetisch diskret mit
Schrittweite h > 0, d.h. fiir

fi=P(X=k-h) gilt > fi=1
k=0

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 21
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Das Verfahren von Panjer

Panjer-Rekursion
Satz (Panjer 1980):

Dann kann die ebenfalls arithmetisch diskrete Verteilung gy := P(S = k - h) des
Gesamtschadens S = an:o X, rekursiv berechnet werden gemaB

po-exp(b-fy) fallsa=0
Go={___ P

3 falls a# 0 und
(1—a-fo) "
k .
1 b-j .
- - i N T, > 1.
Ik 1—a-ﬂ);1<a+ k> figk—; fiirk>1

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Panjer-Rekursion
Bemerkung:
Fiir die relevanten Schadenzahlverteilungen (Poisson und Negativ Binomial) gibt
es eine Rekursion der Form p, = (a+ 2) - p,_1 :
N ~ Poi(X) = a=0,b=2A\
N ~ NegBin(a,p) = a=1—-p, b=(a—1)(1-p)
Eine Rekursion dieser Form gibt es ansonsten nur noch fiir die
Binomialverteilung!
Bemerkung:

Ist Schadenhohenverteilung nicht arithmetisch diskret, so muss sie zuerst durch
eine arithmetisch diskrete Verteilung approximiert werden. Hierzu gibt es
Verfahren wie z.B. das Local Moment Matching (siehe unten).

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Effizienz der Panjer-Rekursion

Es sei
T =P(Xi+---+ X, =k h).

Wir nehmen oBdA fy = 0 an.

Will man g fir k=0,..., K berechnen, so muss man f;” fiir alle n und k mit
n < k < K berechnen.
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Das Kollektive Modell

Das Verfahren von Panjer

Effizienz der Panjer-Rekursion

Tut man dies rekursiv mit der Formel

%N
fe

k—n+1

= Z fk*izil) 1
v=1

so benotigt man folgende Anzahl an Multiplikationen:

Wahrscheinlichkeiten

Anzahl Multiplikationen

Dr. Ulrich Riegel

142434+ (K=2)+(K-1)
14243+ +(K—-2)
14+2+3

142

1

Schadenversicherungsmathematik
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Das Verfahren von Panjer

Effizienz der Panjer-Rekursion

Insgesamt braucht man also
Lol =2 (i =) e[ = Z) e 24 (8 = 1)1 - 1
K K3
z/ x-(K—=x)dx = —
O 6

Multiplikationen (wobei die Ndherung bereits fiir K > 10 sehr gut ist).

Hinzu kommen noch die Multiplikationen mit P(N = n) (asymptotisch aber nicht
relevant, da durch K? beschrankt).

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Das Verfahren von Panjer

o

Effizienz der Panjer-Rekursion
Mit der Panjer-Rekursion braucht man hingegen nur

K
A+K+4) k=4+K+4
k=1

KK+1) oo

Multiplikationen und Divisionen.
Beispiel: Fiir K = 10.000:

e Panjer-Rekursion: etwa 2 - 10® Multiplikationen bzw. Divisionen
e Faltungspotenzen direkt berechnet: etwa 1,7 - 10'' Multiplikationen!

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Local Moment Matching
Sei (N, {X:},>1) ein kollektives Modell.

Um den Gesamtschaden S = > | X, approximativ mit dem Verfahren von
Panjer berechnen zu kénnen, muss die Verteilungsfunktion F von X zuerst durch
eine arithmetisch diskrete Verteilung F einer Zufallsvariable X approximiert
werden.

Hierzu gibt es verschiedene Moglichkeiten. Man sollte dies aber moglichst so
machen, dass auch Erwartungswert und Varianz von F und F (ibereinstimmen.
Dies leistet das Local Moment Matching-Verfahren.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 28
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Local Moment Matching

Seien K € IN gerade und h > 0. Bestimme Wahrscheinlichkeitsgewichte a;, b;, ¢;
fliri =0,2,4,..., K — 2, so dass

(i4+2)h
a,-—l—b,-—l—c,-:/ dF(X),
ih
(i+2)h
h(ia,- + (I + 1)[),' + (I T 2)C,') = / X dF(X) und
ih
(i4+2)h
R (ifa; + (i +1)°b; + (i + 2)%¢) = / x? dF (x).
ih

Fiir jedes i ist dieses lineare Gleichungssystem eindeutig nach a;, b; und ¢; losbar.

Setze fy := ag, fx := cx—_» und

£ br_1 falls k ungerade und 0 < k < K
o ak + ck—»  falls k gerade und 0 < k < K.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Local Moment Matching

ag bg G as by Ca
ar bo G

1 \: \: { \: 1 !

fo fi f f3 fa fs fe

Ist F(Kh) =1, so gilt dann S5 i = 1, S5, kh - fi = E(X) und
> o(kh)? - f = E(X?).

Der etwa verbleibende Tail rechts von Kh kann durch ein einziges zusatzliches
Atom z > Kh berlicksichtigt werden.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Grundlegende Arten der Risikoteilung

Es sei X die Hohe eines Einzelschadens, eines Schadenereignisses, eines
Einzelrisikos oder der Gesamtschaden eines Portefeuilles.

Grundlegenden Arten der Risikoteilung:

proportionale Risikoteilung ‘ nichtproportionale Risikoteilung

X=c-X+(1-0¢)-X

X = min(X, a) + max(X — a, 0)
0<c<l1

a>0

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Formen und Griinde der Risikoteilung

Risikoteilung zwischen VN und VU
Griinde fiir Risikoteilung zwischen VN und VU:

e Ausschluss von Kleinschaden (nur bei nichtproportionaler Risikoteilung)
e Beeinflussung des moralischen Risikos

e Kostenreduktion (wenn VN sich fiir ein iiberdurchschnittlich gutes Risiko
halt)

Beispiele fiir Risikoteilung zwischen VN und VU:

proportionale Risikoteilung ‘ nichtproportionale Risikoteilung
Prozenttarif (PKV) Selbstbehalt (z.B. in Kasko)
Unterversicherung (Hausrat) Erstrisikodeckung (Haftpflicht)
Mitversicherung Jahresfranchise (PKV)

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik BH]
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Risikoteilung zwischen EV und RV

Griinde fiir RT zwischen Erstversicherer (EV) und Riickversicherer (RV):

e Verringerung des versicherungstechnischen Risikos beim EV, insb.

» Schutz vor GroBschdden (Zufallsrisiko)
> Schutz vor Naturereignissen (Zufallrisiko)
» Schutz vor Anderungs- und Prognoserisiko (z.B. Inflation)

e Verbesserung der Solvenz des EV

e Reduktion der Kapitalkosten des EV

e Homogenisierung des Portefeuilles des EV

e Ausweitung der Zeichnungskapazitat des EV fiir GroBrisiken
e Atomisierung von Risiken

e Unterstiitzung des EV beim Aufbau neuer Sparten

e Bessere Diversifikation beim RV (als beim EV)

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 34
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Risikoteilung zwischen EV und RV

Wichtigste Formen der Risikoteilung zwischen EV und RV:

proportionale Risikoteilung ‘ nichtproportionale Risikoteilung
Quote Einzelschadenexzedent
Summenexzedent Kumulschadenexzedent

Jahresschadenexzedent (Stop Loss)

Ferner gibt es beliebige weitere (zum Teil exotische) Formen von
Riickversicherung, z.B. die Hochstschaden-Riickversicherung.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik



e | Formen und Griinde der Risikoteilung

LMU  :

Proportionale Riickversicherung

Proportionale Riickversicherung

Wir betrachten ein Erstversicherungsportefeuille mit den Risiken Ry, ..., Ry
(typischerweise aus einer Branche, wie z.B. Kraftfahrt).

Dann lasst sich der Jahresgesamtschaden S des EV schreiben als

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 36
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Quote (Quota Share, QS)

Bei der Quote wird der Gesamtschaden S mit einem festen Quotenselbstbehalt
c € (0,1) auf EV und RV aufgeteilt:

Selbstbehalt: S:=c-S

Abgabe (Zession): S:=(1—-c)-S

Die Pramie wird mit den gleichen Prozentsatzen auf EV und RV aufgeteilt.

Einsatzgebiete:

e Verbesserung der Solvabilitdt beim EV
e Reduktion des Einflusses der groBten Sparte
e Aufbau neuer Sparten

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Beispiel Quote mit 20% Abgabe

Einzelsch@den > 500.000 EUR

Bruttoschaden Selbstbehalt
700.000 140.000 560.000
3.000.000 600.000 2.400.000
1.500.000 300.000 1.200.000
6.000.000 1.200.000 4.800.000
600.000 120.000 480.000
1.200.000 240.000 960.000
Schadenbelastung aus Schaden < 500.000
Bruttoschaden Selbstbehalt
97.500.000 19.500.000 78.000.000
Gesamtschaden
Bruttoschaden Selbstbehalt
110.500.000( 22.100.000 88.400.000

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Summenexzedent (Surplus, SX)

Beim Summenexzedent hingt der Prozentsatz, den der RV an einem Risiko
tragt, von der Versicherungssumme ab.

Es sei u; die Versicherungssumme des Risikos R;. Bei einem Summenexzedent
mit Maximum ug wird der Schaden S wie folgt auf EV und RV aufgeteilt:

¢ - R mit ¢; := min (UO, 1)

uj

I
'M‘

Selbstbehalt: S

=1

Abgabe (Zession): (1-¢) R

i
v

=1

Die Pramie des Risikos R; wird mit den gleichen Prozentsatzen ¢; und 1 — ¢; auf
EV und RV aufgeteilt wie die Schaden.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Proportionale Riickversicherung
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Summenexzedent (Surplus, SX)
Beobachtungen:

e Der RV iibernimmt einen umso groBeren prozentualen Anteil, je héher die
VS des Risikos ist.

e Er bezahlt daher bei hoher VS auch von kleinen Schaden einen hohen Anteil.

e Der Selbstbehalt des EV entspricht dann einem Bestand mit
Versicherungssummen < ug.

Einsatzgebiete:

e Verbesserung der Solvabilitdit beim EV
e Homogenisierung des Portefeuilles

e Reduktion von Spitzenrisiken

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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"| Proportionale Riickversicherung

Summenexzedent (Surplus, SX)

Bemerkung:

In der Praxis ist die RV-Kapazitat limitiert. Sie wird als Anzahl Maxima m
angegeben. Es ist dann

Ui

/
3 = Zmin (1 — G, muo) - R,'
i=1

und S =5 — 5 mit obigen
Ci := min (uO, 1> .
uj

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik
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Beispiel Summenexzedent mit Maximum 2 Mio.

Einzelschéden > 500.000 EUR

VS Anteil RV  Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
4.000.000 50% 700.000 350.000 350.000
6.000.000 67% 3.000.000 2.000.000 1.000.000
2.000.000 0% 1.500.000 0 1.500.000
6.000.000 67% 6.000.000 4.000.000 2.000.000
4.000.000 50% 600.000 300.000 300.000
3.000.000 33% 1.200.000 400.000 800.000

Schadenbelastung aus Schaden < 500.000

Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
97.500.000 16.500.000 81.000.000

Gesamtschaden

Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
110.500.000 23.550.000 86.950.000

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 42
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Beispiel Summenexzedent mit Maximum 2 Mio.

Einzelsch@den > 500.000 EUR

Vs Anteil RV  Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
4.000.000 50% 700.000 350.000 350.000
6.000.000 67% 3.000.000 2.000.000 1.000.000
2.000.000 0% Zur Berechnung wird zu jedem 0 1.500.000
6.000.000 67% Einzelschaden die 000 2.000.000
4.000.000 50% Versicherungssumme benétigt! [50g 300.000
3.000.000 33% 1.200.000‘ \ 400.000 800.000

Schadenbelastung aus Schaden < 500.000

Bruttoschaden RV-A) Selbstbehalt
97.500.000] ( 16.500.000 81.000.000

Gesamtschaden

Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
110.500.000 23.550.000 86.950.000
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... Formen und Griinde der Risikoteilung

LMU

Nichtproportionale Riickversicherung

Nichtproportionale Riickversicherung

Wir betrachten jetzt die Darstellungen

des Jahresgesamtschadens S, wobei

e X, den n-ten Einzelschaden und
e X* das n-te (Kumul-)Schadenereignis

bezeichnet.

Beachte: Fiir die Darstellung S = ZnNzl Xy ist die Ereignisdefinition ist
entscheidend!
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wwe | Formen und Griinde der Risikoteilung

MMMMMMMMMMMM
uuuuuuuuuu

HONCHE Nichtproportionale Riickversicherung

Einzelschadenexzedent (XL per Risk)

Beim Einzelschadenexzedent iibernimmt der RV den Anteil an jedem
Einzelschaden, der die sog. Prioritdat a > 0 libersteigt.

Selbstbehalt: S:

I
M=

min(a, X,)
1

3
I

i
M=

N
Abgabe (Zession): X, —min(a, X,) = Z max(X, — a, 0)
n=1

n=1

Einsatzgebiete:

e Schutz vor groBen Schaden (Zufallsrisiko)

e Aber auch Schutz vor dem Prognose- und Anderungsrisiko bei
langabwickelnden GroBschaden in AH und KH
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... Formen und Griinde der Risikoteilung
Nichtproportionale Riickversicherung

o

Einzelschadenexzedent (XL per Risk)

Bemerkung: In der Praxis ist die RV-Haftung meist limitiert, d.h.
N
SE= Z min (max(X, — a,0), ¢)
n=1
mit der Haftung ¢ > 0. Man spricht dann vom Layer ¢ xs a. Die Summe a + ¢

heiBt Plafond des Layers. Es gilt die Layeridentitat

min (max(X — a,0), ¢) = min(X, a+ ¢) — min(X, a)
= max(X — a,0) —max(X — (a+ ¢),0),

d.h. ein limitierter Layer ldsst sich als Differenz zweier unlimitierter Layer
darstellen.

Wir beschranken uns daher im Folgenden meist auf den unlimitierten Fall.
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’ wwe | Formen und Griinde der Risikoteilung
LMU WoncREn Nichtproportionale Riickversicherung

Beispiel Einzelschadenexzedent 4 Mio. xs 1 Mio.

Einzelschdden > 500.000 EUR

Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
700.000 0 700.000
3.000.000 2.000.000 1.000.000
1.500.000 500.000 1.000.000
6.000.000 4.000.000 2.000.000
600.000 0 600.000
1.200.000 200.000 1.000.000

Schadenbelastung aus Schaden < 500.000

Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
97.500.000 0 97.500.000
Gesamtschaden
Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
110.500.000 6.700.000 103.800.000
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... Formen und Griinde der Risikoteilung
. Nichtproportionale Riickversicherung

o

Kumulschadenexzedent (XL per Event, Cat-XL)

Die Funktionsweise des Kumulschadenexzedenten ist identisch zum
Einzelschadenexzedent, nur dass statt den Einzelschaden X, die Gesamtschaden
von Ereignissen X eingebracht werden, die jeweils aus vielen kleinen
Einzelschaden resultieren konnen:

Selbstbehalt: §:=) min(a, X;)

05}

li
1= |
>

Abgabe (Zession): X —min(a, X7) Z max(X; — a, 0)
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wwe | Formen und Griinde der Risikoteilung
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HONCHE Nichtproportionale Riickversicherung

Kumulschadenexzedent (XL per Event, Cat-XL)

Bemerkungen:

e Kumulschadenexzedenten sind in der Praxis immer limitiert, d.h.
e
S= Z min (max(X}, — a,0), ¢)

mit der Haftung c > 0.

e AuBerdem gibt es in der Praxis immer ein Annual Aggregate Limit (AAL),
d.h. eine Begrenzung des Jahresgesamtschadens des Riickversicherers.

e Ublich als Schutz gegen Naturkatastrophen (Sturm, Hagel, Flut, Erdbeben),

bei denen durch ein Ereignis viele Risiken betroffen sind.
e Auch iiblich in Haftpflicht und Unfall.
e Oft schwierig: Gute Ereignisdefinition!
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’ wwe | Formen und Griinde der Risikoteilung
LMU WoncREn Nichtproportionale Riickversicherung

Beispiel Cat XL 50 Mio. xs 10 Mio.

Kumulschdden > 5.000.000 EUR

Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
8.000.000 0 8.000.000
45.000.000 35.000.000 10.000.000

Schadenbelastung aus sonstigen Schaden

Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
57.500.000 0 57.500.000
Gesamtschaden
Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
110.500.000 35.000.000 75.500.000
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wwe | Formen und Griinde der Risikoteilung
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HONCHE Nichtproportionale Riickversicherung

Jahresschadenexzedent (Stop Loss, SL)

Ein Stop Loss deckt die Gesamtschadenlast S. Der RV tragt den Teil von S, der
die Prioritat a libersteigt:

Selbstbehalt: S :=min(S, a)
Abgabe (Zession): 5 := max(S — a,0)

Bemerkungen:

e Stop Loss-Vertrage sind in der Praxis stets limitiert, d.h.
S = min (max(S — a,0), ¢c) mit ¢ > 0.

e Haftung ¢ und Prioritat a werden i.d.R. als Prozentsatz der Pramie
formuliert.

e Ublich fiir stark schwankendes Geschift (z.B. Sturm oder Hagel).
e Sollte nicht als Schutz gegen Untertarifierung dienen.
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Beispiel Stop Loss 20% xs 100%

Bruttopramie 80.000.000

Gesamtschaden

Bruttoschaden RV-Abgabe Selbstbehalt
110.500.000 16.000.000 94.500.000




Formen und Griinde der Risikoteilung
Nichtproportionale Riickversicherung

LubwiG-
MAXIMILIANS-
UNIVERSITAT
MONCHEN

’LMU

Ruckversicherungs-Bouquets

e In der Praxis kauft der EV nicht einen einzelnen Riickversicherungsvertrag
sondern ein ,Bouquet” von RV-Vertrdgen

e Dieses Bouquet wird unter gewissen Gesichtspunkten optimiert (Solvenz,
Strategie, Risikoappetit, etc.)

e Die RV-Vertrage werden typischerweise auf mehrere RV verteilt um das
Ausfallrisiko zu minimieren.
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| Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
"| Proportionale Riickversicherung

Quote

Lemma: Es sei G die Verteilungstunktion von S. Bei einer Quote mit ¢ € (0, 1)
gilt fiir den Selbstbehalt S =c- S

(1) G(s):=P(5<s)=P(c-S<s

(2) Falls S eine Dichte g hat:  §(s) == G'(s) = 4G (2)=21-g(2)
(3) E(5)=c-E(S), E(5%)=c )

(4) Var(8) = c2-Var(S), Sd(§) = c-Sd(S)

(5) Mit Sicherheitskapital b gilt:

P(§>E(§)+b)—P<S>E(S)+tZ> < P(S>E(S)+b),

d.h. die einjahrige Ruinwahrscheinlichkeit wird kleiner bzw. die
Sicherheitswahrscheinlichkeit wird groBer.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik

55



... Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
"| Proportionale Riickversicherung

o

Summenexzedent

Wir betrachten das Kollektive Modell

und bezeichnen mit V,, > 0 die (zuféllige) Versicherungssumme des n-ten
Schadens. Sei Y, := X,/V, der Schadengrad des n-ten Schadens.

Lemma: Die Versicherungssummen V4, V>, ... seien i.i.d. und die ZufallsgroBen
{Y,. V,, | n > 1} unabhingig. Dann sind auch die Schadengrade Y1, Yo, ... ii.d.
und fiir einen Summenexzedenten mit Maximum uy > 0 und F(up) < 1 gilt

Vco(S) < Veo(S).
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Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Monchen Proportionale Riickversicherung

Luow!
MAXIMILIANS-

’LMU

Summenexzedent
Bemerkungen:

e Die Annahme, dass die Versicherungssummen i.i.d. sind, ist unkritisch.

e Die Unabhangigkeit von Schadengrad Y, und Versicherungssumme V,, ist in
manchen Teilbereichen der Sachversicherung (mit nicht allzu unter-
schiedlichen Versicherungssummen) durchaus realistisch.

e Fiir Haftpflicht ist die Annahme i.d.R. unrealistisch. Dort gibt es aber auch
keine Summenexzedenten.
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wwe | Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen

LMU B85 | s cnadenzahl bei nichtproportionaler Risikoteilung der Schadenhdhe

Schadenzahl bei nichtproportionaler Risikoteilung

Wir betrachten ein Kollektives Modell

mit F(0) = 0, d.h. Schaden der Hohe null werden nicht gezahlt. Wir betrachten
einen Schadenexzedenten mit Prioritdt a > 0 und F(a) < 1.

Dann gilt fiir die Zahl nichttrivialer Schaden:

Selbstbehalt:
Abgabe (Zession): N

N
SN By (Bn:=1lgx,, Indikatorvariable)
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wwe | Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
LMU| e Schadenzahl bei nichtproportionaler Risikoteilung der Schadenhohe

Schadenzahl bei nichtproportionaler Risikoteilung
Wir setzen
ps = E(B,) = P(X, > a).

Satz: Dann gilt

D(A) 1= p, - [D(N) - 1].
Satz: Es gilt
N ~ Poi()\) = N~ Poi(p,)),
. A/ 0 p
N ~ NegBin(a, p)) = N ~ NegBin (a, m) :
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wwe | Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
LMU| s Nichtproportionale Risikoteilung der Schadenhohe

Nichtproportionale Risikoteilung der Schadenhohe
Sei X die Schadenhohe aus einem Kollektiven Modell und sei a > 0.

Wir nehmen stets 0 < F(a) = P(X < a) <1 an, d.h. es liegt echte Risikoteilung
vor.

Selbstbehalt bzw. Erstrisiko: X = min(X, a)

Abgabe bzw. Zweitrisiko: X = max(X — a,0)

Mit F und F bezeichnen wir die Verteilungsfunktionen von X und X.
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wwe | Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen

LMU| s Nichtproportionale Risikoteilung der Schadenhohe

Schadenhohe des Erstrisikos
Lemma: Es gilt:
F(x)=P(X <x) fallsx<a

1 falls x > a
(keine stetige Dichte, auch wenn X eine hat)

(2) E(f(k):/oooxk dﬁ(x):/ooo min(x, a)* dF (x)
:/axde(x)Jrak-(l—F(a)):/ax"-f(x)dx+ak-(1—F(a))
0

0

(1) Fix)=P(X <x) =

(falls X eine Dichte f hat)
(3) E(X¥) = k/ x*=1(1 = F(x)) dx
0

(4) Vco(X) ist monoton wachsend in a und es ist Vco(X) < Vco(X)
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:m?;.m.‘ Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
"""""""""" Nichtproportionale Risikoteilung der Schadenhohe

Schadenhohe des Zweitrisikos

Da wir Schaden der Hohe null nicht zdhlen wollen, betrachten wir neben X die
ZufallsgroBBe

X =X|{X>a}=X—-al|{X>a).

Es bezeichne F die zugehorige Verteilungsfunktion und f die Dichte (falls
vorhanden).

Lemma: Es gilt

(1) F(x)=F(a+x) (firx>0)

(2) E(x) = P(a ;(§ i :)+ a) _ F(a;t_x,)c(—a;:(a) (fiir x > 0)
) B&) =E((X -2 1 x> 9) = - /i)(ac)/F(X) - 1E_();()a)

(4) Veo(X) ist monoton wachsend in a und es ist Vco(X) < Veo(X)
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... Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen

LMU

Nichtproportionale Risikoteilung der Schadenhohe

Mittlerer Uberschaden
Definition: E(X) heiBt mittlerer Uberschaden.

Beispiel:

(1) Exponentialverteilung: F(x) =1—e*/* = E(X)=b,
also konstant und unabhangig von a

t \® & a+t
2) Nullpunkt-Pareto: F(x) =1 — E(X) =
(2) Nullpunkt-Pareto: F(x) (t+x> = E(X) 5_1
also monoton wachsend in a fiir a > 1
t a
(3) Pareto: F(x)=1-— <x> = EX)=—" (falls a>b),

also linear in a fira > 1
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wwe | Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen

LMU i Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung im Kollektiven Modell

Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung

Mit den Bezeichnungen aus den vorangehenden Abschnitten gilt fiir den
Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung mit Prioritat a

N N
Selbstbehalt: S5= min(X, a) =) X
n;l n=1 \ N
Abgabe: §:Zma »—a,0) Z)A( :ZX
n=1 n=1 m=1

<
o
/Gz
,‘TJ
=
<
/>?z -
o
<
o
E
,'l"
>
5
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| Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung im Kollektiven Modell

LMU ;

Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung

Fiir die Abgabe erhalten wir

E(5) = E(R) - E(X) = E(N) - = s = E(W) - ECX).

Var(5) = E(N) - Var(X) + Var(N) - E(X)? = E(N) - Var(X) + Var(N) - E(X)?.

Satz: Vco(S) und Vco(S) sind monoton wachsend in a. Es gilt

Veco(N) < Veo(S) < Veo(S) < Veo(5).
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... Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
" | Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung im Kollektiven Modell

Beispiel

X ~ Lognormal with Vco(X) = 4, N ~ Poi(0,1). Dann ist
Var(N)
Veo(N)? = =10 ~ 3,162,
co(N) E(N)?
Veo(S)? = VeRlpE Veo(N)? = 170 ~ 13,02 und
~ E(V) ST
a/E(X) | 0,01 0,1 1 10 100 o0
Vco(S) 3,2 3.3 4,3 7,0 10,9 13,0
Vco(S) 13,2 14,1 208 61,9 466
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wwe | Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen

LMU| e Der Entlastungseffekt bei nichtproportionaler Risikoteilung

Entlastungseffekt

Wir betrachten ein Kollektives Modell mit P(X > 0) = 1. Dann gilt bei
nichtproportionaler Risikoteilung mit Prioritat a

E(S5)  E(N)E(X) E(X) E(min(X, a))

E(S) E(N)E(X) EX) E(X)

Definition: Die Funktion r: [0, 00) — R,

__ E(min(X, a))
= E

heiBt Entlastungseffektfunktion.
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wwe | Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen

LMU| e Der Entlastungseffekt bei nichtproportionaler Risikoteilung

Entlastungseffekt

Bemerkung: Fiir den Entlastungseffekt gilt nach dem Lemma auf Folie 61

/Oa(l — F(x)) dx
r(a) = EX)

Es gilt natirlich auch
E(X) = E (max(X — a,0)) = / (1— F(x)) dx,
bzw. fiir limitierte Layer ¢ xs a

atc
E (min(c, max(X — a,0))) = /a (1—-F(x)) dx.
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Flachendarstellung des Schadens im Layer ¢ xs a

0.8 +
0.6 1

0.4 +

02 4 E(min(c, max(X — a, 0)))

A\

a+c

Ry dbco=co



... Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen

LMU

Der Entlastungseffekt bei nichtproportionaler Risikoteilung

Entlastungseffekt

Lemma:

Der Entlastungseffekt ist monoton wachsend, stetig, konkav und rechtsseitig
differenzierbar. Bezeichnet r' die rechtsseitige Ableitung, so gilt

1

E(X)

_ 1—F(a)

r(0)=0, limr(a)=1, r'(a) EX)

a—o0

und r'(0) =

Ist der Héchstschaden v := sup{x | F(x) < 1} < o0, so gilt r(a) = 1 fiir
a € [v, o0). Die Schadenhdhenverteilung lasst sich durch

aus dem Entlastungseffekt zuriickgewinnen.
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Einﬂuss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
e | Risikoteilung und Inflationn

MAGMILIANS-

Risikoteilung und Inflation

Allgemein versteht man unter Inflation jahrliche Preisanderungen von
Giitern und Dienstleistungen bestimmter Warenkorbe.

In der Schadenversicherung spielt die Schadeninflation teilweise eine
wesentliche Rolle.

Zur Messung von Inflation wird hdufig der Verbraucherpreisindex oder ein
Lohn- und Gehaltsindex herangezogen.

Bei groBen, lang abwickelnden Personenschdden wird die Schadeninflation
durch medizinische Inflation und Steigerung in den Pflegekosten getrieben
und ist meist deutlich hoher als die Steigerung der verwendeten Indizes
(,Superimposed Inflation®).

Wir beschreiben dieses komplexe Thema im Folgenden nur sehr
oberflachlich.
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wwe | Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen

e | Risikoteilung und Inflationn

Entlastungseffekt bel Inflation

Waichst die Schadenhdhe inflationsbedingt von X auf X - (1 + i), so gilt fiir den
neuen Entlastungseffekt r;

EX-(1+1) E(X)

ri(a) = S0 () (min (X' 17')) =r <1 i i) < r(a)

(fir a> 0 mit Fx(a) < 1).

Bei nichtproportionaler Risikoteilung partizipiert der Riickversicherer also
tiberproportional an der Inflation.

Eine inflationsgemaBe Anpassung der Grundpramie geniigt daher nicht, es muss
auch die Prioritat a inflationsparallel erhoht werden um die Inflation gerecht
aufzuteilen!
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Risikoteilung und Inflationn

Beispiel zur Inflation

Ohne Anpassung der Prioritat:

XL-Prioritat 1.000
(alle Zahlen in 1.000)

Schadenhohe EV RV

... Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen

Nach 3 Jahren ist alles
z.B. 20% teurer

Schadenhohe EV RV

100 100 - 120 120 -

500 500 - 600 600 -
900 900 - 1.080 1.000 80
1.000 1.000 - 1.200 1.000 200
1.500 1.000 500 1.800 1.000 800
4.000 3.500 500 4.800 3.720 1.080
Zuwachs: 20% 6% 116%
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... Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
" | Risikoteilung und Inflationn

o

Beispiel zur Inflation

Wenn Prioritat wird mit den 20% Inflation angepasst:

Vor Inflation Nach 20% Inflation
XL-Prioritat 1.000 XL-Prioritat 1.200
Schadenhohe EV RV || Schadenhdhe EV RV
100 100 - 120 120 -
500 500 - 600 600 -
900 900 - 1,080 1,080 -
1.000 1.000 - 1.200 1.200 -
1.500 1.000 500 1.800 1.200 600
4.000 3.500 500 4.800 4.200 600
Zuwachs: 20% 20%  20%
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wwe | Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
LMU) s Risikoteilung und Inflationn

Inflation bei Pareto-verteilter Schadenhohe

Fiir die RV-relevanten GroBschaden X ist die Pareto-Verteilung oft ein gutes
Modell.

Bei einem unlimitierten XL mit Prioritdt a > t und a > 1 gilt fiir
X ~ Pareto(t, a):

E(S) = E(N) - /Oo (1 - F(x)) dx
= E(N)-/OO t% - x"*dx
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wwe | Einfluss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
LMU| s Risikoteilung und Inflationn

Inflation bei Pareto-verteilter Schadenhohe
Bei Inflation X — X; := X - (1 + i) gilt X; ~ Pareto((1+/) - t, a).
Also bei gleicher Prioritat a:

E(3) = — ) <t-(1+,-)>a_a

a—ll

a
" (5)
EGS) .
£3) =(1+1)~.

Ein typischer Wert ist a = 2. In diesem Fall hat der RV im Schadenexzedenten
etwa doppelt so hohe Inflation wie im Original.
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wwe | Tarifierung von Riickversicherungsvertragen

uvaERserT

’LMU

Tariflerung proportionaler RV-Vertrage

Die Tarifierung von Quoten ist ersten Blick einfach (durchschnittliche
Schadenquote der letzten n Jahre).

In der Realitat ist die Quotierung von Quoten jedoch oft sehr komplex, z.B.:

e Separate Modellierung von

P> Basisschadenlast
» GroBschadenlast
» Cat-Schadenlast

e Quantifizierung des Pramienzyklus
e Quantifizierung von Portefeuilleveranderungen
e Beriicksichtigung von variablen Provisionsregelungen, Gewinnanteilen,
Bouquet-Gewinnanteilen
Summenexzedenten sind meist noch schwerer einzuschatzen!
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.. Tarifierung von Riickversicherungsvertragen

o

Tariflerung nichtproportionaler RV-Vertrage

Zur Tarifierung (oder auch Quotierung) von nichtproportionalen
Riickversicherungsvertragen gibt es zwei grundsatzlich verschiedene Ansatze:

Burning Cost-Quotierung: Schatzung der erwarteten Schadenlast im
Quotierungsjahr durch die individuelle
Schadenerfahrung des EV in einem bestimmten
Beobachtungszeitraum.

Exposure-Quotierung: Verwendung von Marktschadenerfahrung bzw.
Marktkurven und individuellen
Bestandsinformationen

Im Folgenden beschranken wir uns auf die Tarifierung nichtproportionaler
Vertrage.
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« | Tarifierung von Riickversicherungsvertragen
"] Burning Cost-Quotierung

’LMU b

Burning Cost-Quotierung
Ausgangssituation:

e Zur Quotierung eines XLs mit Prioritat a > 0 sei die Schadenerfahrung
(groBe Einzel- bzw. Ereignisschdaden) des EV der Anfalljahre i =1, ..., /
(= Beobachtungszeitraum) bekannt.

o Wir befinden uns im Jahr / + 1 und wollen die erwartete Schadenlast E(S,)
des RV im Quotierungsjahr g := [ 4+ 2 schatzen.

e Wir setzen im Folgenden voraus, dass mit den Schaden eine as-if-Korrektur
durchgefiihrt wurde, d.h. jeder Schaden wurde so umgerechnet wie er sich
im Quotierungsjahr darstellen wiirde (Inflation, Gesetzesanderungen, etc.).

e Auch die Pramie muss as-if-korrigiert werden, damit sie als VolumenmaB
verwendet werden kann. Man spricht dann von der revalorisierten Pramie.
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e Burning Cost bei pro Risiko-XLs

Burning Cost bei pro Risiko-XLs

Wir betrachten einen Risiko-XL mit Prioritdat a. Der Burning Cost-Ansatz fiir
Schadenexzedenten pro Risiko beruht auf folgendem

Maodell fiir pro Risiko-XLs

(R1) Die Anfalljahre sind unabhiangig.

(R2) Fir jedes Anfalljahr i =1,.. ., g wird der Schaden 3, im XL mit Prioritat

a durch ein Kollektives Modell beschrieben, 5; = Z,’S”:l&-n, wobei die
Verteilung der xs-Schaden X, in allen Jahren gleich ist.

(R3) Es gibt (bekannte) VolumenmaBe v, ..., vq (meist revalorisierte Pramie)
und Konstanten v, B > 0, so dass E(N;) = vv; und Var(N;) = Bv; gilt.
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Burning Cost bei pro Risiko-XLs

Definition: Dann heif3t

/ A
BC :— Zi:l S ZI 1 Zn 1 —In
Z;:l Vi Z/I:l Y

der (pro Risiko) Burning Cost im Beobachtungszeitraum. Mit

A N
BC,’ — i _ Zn:l K:’n
Vi Vi

bezeichnen wir den (pro Risiko) Burning Cost des Anfalljahres i € {1

Lemma: Die BC; sind erwartungstreue Schatzer fiir E(S,)/v, und BC ist die
Konvexkombination der BC; mit der geringsten Varianz.
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Beispiel XL per Risk 4 Mio. xs 1 Mio.

Geschatzte Pramie im Quotierungsjahr 2020: 80 Mio.

Jahr Pramie Schaden > 500.000 xs-Schaden
2015 50,000,000 1,500,000 500,000
700,000 0
4,500,000 3,500,000
2016 60,000,000 1,800,000 800,000
800,000 0
2017 65,000,000 6,000,000 4,000,000
1,200,000 200,000
600,000 0
2018 70,000,000 2,500,000 1,500,000
2,700,000 1,700,000
Summe 245,000,000 22,300,000 12,200,000

12.200.000

= BC = 525.000.000
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Burning Cost bei Cat-XLs

Wir betrachten nun einen Cat-XL mit Prioritat a. Der Burning Cost-Ansatz fiir
P__(umulschadenexzedenten, die Naturereignisse (Sturm, Hagel,
Uberschwemmung, Erdbeben) decken, beruht auf folgendem

Modell fiir Cat-XLs:

(C1) Die Anfalljahre sind unabhangig.

(C2) Fir jedes Anfalljahr i =1,.. ., g wird der Schaden S; aus Naturereignissen
durch ein Kollektives Modell beschrieben: S; = ZHN':l Xz . Die Anzahl an
Naturereignissen N ist in allen Anfalljahren / identisch verteilt.

(C3) Es gibt (bekannte) VolumenmaBe v, . . ., vq (revalorisierte Pramien oder

Gesamt-Versicherungssumme), so dass die ZufallsgroBen X7 /v; fiir alle i
identisch verteilt sind.
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Burning Cost bei Cat-XLs
Definition: Dann heilt

BC* Z!:l leylzl maX(VT(,’XiT; —a,0)

I - vq
der (Cat-)Burning Cost im Beobachtungszeitraum. Mit

Zrly/:l maX(Vv‘,’XfZ —a,0)

Vq

BC .=

bezeichnen wir den (Cat-)Burning Cost des Anfalljahres j € {1, ..., I}.

Es bezeichne 3;‘ die Schadenlast des RV im Quotierungsjahr q.

N

Lemma: Die BC} sind erwartungstreue Schatzer fiir E(S})/vq und BC* ist die
Konvexkombination der BCY mit der geringsten Varianz.
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Burning Cost bei Cat-XLs
Bemerkung:
Interpretation der Modellannahmen (C2) und (C3):

Wenn das Portefeuille wachst, so sind deshalb nicht mehr Stiirme zu erwarten,
sondern der einzelne Sturm verursacht im Portefeuille einen hoheren Schaden!
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MAGMILIANS-
U G

’LMU

Beispiel Cat-XL 5 Mio. xs 5 Mio.

Geschatzte Pramie im Quotierungsjahr 2020: 80 Mio.

Jahr Pramie Schaden > 2.500.000| Schiaden as if 2020 | xs-Schaden as if 2020
2015 50.000.000 4.000.000 6.400.000 1.400.000
6.500.000 10.400.000 5.000.000

2016 60.000.000
2017 65.000.000 6.500.000 8.000.000 3.000.000
2018 70.000.000 3.500.000 4.000.000 0
Summe 245.000.000 20.500.000 28.800.000 9.400.000

. 9.400.000
= BC = 350,000,000 ~ 2047

= Erwarteter xs-Schaden 2020: 2,35 Mio.
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MONCHEN Exposurequotierung

Exposurequotierung

Wir betrachten ein Portefeuille von Risiken S = R; + ... + R; und modellieren
jedes Risiko mit einem Kollektiven Modell: R, = SN X;,.

Dann erhalt man fiir einen Risiko-XL mit Prioritat a > 0

E(3) E(N;) - E(max(X; — a,0))

|
'M‘

i=1

E(N;) - E(max(X; — a,0))
E(N;) - E(X)

E(Ry)

V-

Il
i

(1 —ri(a)) - E(R),

-

Il
Ly

1

d.h. der RV braucht nur die Entlastungseffektfunktionen r; und die Nettopramien
E(R;) zu kennen.
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Exposurequotierung
Problem:

Der RV kennt i.d.R. nur die Schaden ab einer gewissen Meldegrenze, z.B.

X > a/2. Zur Schatzung der Entlastungseffektfunktionen braucht man aber alle
Schaden.

Wenn der RV diese Daten mal beschafft/ausgewertet hat, mochte er sie fiir
moglichst viele Lander (Wahrungen) und Jahre (Inflation) anwenden.

In der Sachversicherung (Feuer) ist dies tatsachlich moglich, denn dort ist
(innerhalb einer Risikoklasse) die folgende Annahme durchaus realistisch!
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MONCHEN Feuer-Exposurequotierung

Feuer-Exposurequotierung

Annahme: Sei v; die Versicherungssumme des Risikos R;. Die Schadengrade
Y := Xin/v; eines jeden Risikos sind wie ein Standardschadengrad Y verteilt.

Mit dieser Annahme erhalten wir

min(X., E ( min Y'V,-
Ale) = =gy = ( E((Y) )>‘G(a)

mit der sog. (Feuer-)Exposurekurve

Emin(Y.¥) o<y <1
G(y) = E(Y) a -
1 fir y > 1.
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Entlastungseffekt r;

.. Tarifierung von Riickversicherungsvertragen
. Feuer-Exposurequotierung

und Feuer-Exposurekurve G

08 + G(x)

0.6 1+

0.4 1
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Feuer-Exposurequotierung
Wir erhalten somit
Feuer-Exposurequotierung:
Fir einen Risiko-XL mit Prioritat a gilt somit
. ’ a
E(S) = ; (1 -G (V>) “E(R).

mit der wahrungs- und inflationsunabhangigen Exposurekurve G.
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Beispiel

Feuer-Exposurequotierung
Originalprémie 54.200.000

Prioritat D
Schadenbedarf XL 1.637.795

Haftung €
Originalschadenquote

Schadenbedarf XL
in % Originalschadenbedarf

absolut

Summenband Mittlere Original- Prioritat in % der Plafond in % der
Nummer _Versicherungssumme v _ Originalpramie _schadenbedarf _mittl. VS: d = D/v_mittl. VS: p = (C+D)/v
16.450.000

Glp)

o
492.368
8,2% 457.930

10.920.000
5.600.000 66,7% >100% 91,8%  100,0%
3.990.000 50,0% 100,0% 861%  100,0% 13,9% 552.949

980.000 40,0% 80,0% 818%  955% 13,7% 134548
1.637.795

54.200.000 37.940.000
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MONCHEN Zuschlagsquotierung

Haftplicht-Exposurequotierung (Zuschlagsquotierung)

In der Haftpflicht-Versicherung ist das Modell X;, ~ v; Y nicht realistisch, da v;
hier vom VN frei gewahlt wird und eher dessen Risikoaversion widerspiegelt als
die objektive Maximalgefahrdung.

Realistisch ist eher Xj, ~ min(X, v;) mit einer fiir alle Risiken derselben Klasse
gleichen Schadenhohe X. Also

E(min(X
(m_m( L)) = "(a) firo<a<vy
ri(a) = E(min(X,v)) r(v)
1 fiira> v
mit dem Entlastungseffekt r(a) = W von X.
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Zuschlagsquotierung

Problem:

Hier sind X und r voll wahrungs- und inflationsabhangig. Entsprechendes gilt
natiirlich auch fiir die Originalnettopramie:

S(v;) == E(N;) - E(min(X, v;))

Daher benutzen die deutschen Erst- und Riickversicherer in dieser Situation oft
eine Methode, die schon 1936 von Paul Riebesell vorgeschlagen wurde
(Riebesell-Modell, Zuschlagsquoierung).
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Zuschlagsquotierung

Sei so = S(v) die Nettopramie fiir die Standard-VS v,. Zur Berechnung der
Nettopramie S(v) fiir hohere VS v empfiehlt Riebesell einen konstanten
prozentualen Zuschlagssatz z € (0, 1) fiir die Verdoppelung von
Versicherungssummen (z.B. z = 20%):

52(2 . Vo) =Sp - (1 +Z)

S.(4-v) =50~ (1+2),

SZ(Qk . Vo) =50 - (1 + Z)k.
Einsetzen von k = log,(v/vp) liefert die
Riebesell-Formel: Fiir v > 0 und z € (0, 1) ist

logs (1+2)
S.(v) = S0+ (1 +2) 8l = 5. (v) '
0
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MAGMILIANS-
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Pramienfunktionen S,(v) aus der Zuschlagsquotierung
A
z=50%
z=40%
z=30%

z=20%

z=10%

0 1'V0 2'V0 3‘V0 4'V0 5'V0
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Zuschlagsquotierung
Hieraus ergibt sich

Zuschlagsquotierung:

Fiir einen Risiko-XL mit Prioritat a folgt aus der Riebesell-Formel

(1 _ 52(”;‘2”((:5 V"”) E(R)

(wahrungs- und inflationsunabhangig!).

E(5)

1M~ 1M-
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Beispiel

Zuschlagsquotierung

Prioritét D 1.000.000 Originalpramie 54.200.000

Haftung € 1.000.000 Schadenbedarf XL 1.005.428

Originalschadenquote 65%

Zuschlagssatz z 10%

Summenband Mittlere Originalschaden-

Nummer Deckungssumme v Originalpramie bedarf s, (v) d := min(D;v) p :=min(C+D;v) S,(d) S.(p) absolut

il 750.000 23.500.000 15.275.000 750.000 750.000 15.275.000 15.275.000 0
2 1.250.000 15.600.000 10.140.000 1.000.000 1.250.000 9.833.599 10.140.000 306.401
B 1.500.000 8.000.000 5.200.000 1.000.000 1.500.000 4.918.019 5.200.000 281.981
4 2.000.000 5.700.000 3.705.000 1.000.000 2.000.000 3.368.182 3.705.000 336.818
5 2.500.000 1.400.000 910.000 1.000.000 2.000.000 802.275 882.502 80.227

Gesamt 54.200.000 35.230.000 1.005.428
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MONCHEN Zuschlagsquotierung

Darstellbarkeit als Kollektives Modell

Frage: Ist die Zuschlagsquotierung mit dem Kollektiven Modell vertraglich?
Definition:

Unter eine Pramienfunktion verstehen wir eine monoton wachsende Funktion
S:]0,00) — [0, c0) mit S71(0) = {0}.

Eine Pramienfunktion S heiBt mit dem Kollektiven Modell vertraglich, wenn es
Zufallsvariablen N: Q — INg und X: Q — (0, c0) gibt, so dass

S(v) = E(N) - E(min(X, v))

flir alle v > 0 qilt.
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Darstellbarkeit als Kollektives Modell

Satz: Eine Pramienfunktion S ist genau dann mit dem Kollektiven Modell
vertraglich, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

(1) S ist konkav
(2) Iim\,\o S(V)/V < 0
(3) limyseo(S(v+1)=S(v))=0

Sind N € Ny und X > 0 Zufallsvariablen mit S(v) = E(N) - E(min(X, v)) so gilt
fiir die Schadenhéhenverteilung F von X

S'(v) , - :
~S0) (S' rechtsseitige Ableitung)

F(v)=1
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MONCHEN Zuschlagsquotierung

Darstellbarkeit als Kollektives Modell

Folgerung: Die Pramienfunktion S, aus der Riebesell-Formel ist nicht mit dem
Kollektiven Modell vertraglich, denn lim,~ 0 S.(v)/v = +o0.

Das lasst sich jedoch leicht beheben:

Wabhle ein beliebig kleines u > 0, setze s, := S(u) und definiere

v

—-S,(u) fir0<v<u syv/u firo<v<u
S:(v)=4q" = v\ log(142)
S.(v) fiirv>u Sy (H) fiir v > u.

Dann ist SY mit dem Kollektiven Modell vertraglich und es gilt SY(v) = S.(v)
fir alle v > u.

Wird u < a gewahlt, so kann man in bei der Zuschlagsquotierung S, (v) durch
S¥(v) ersetzen und erhdlt das gleiche Ergebniss.
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Vergleich der Pramienfunktionen S,(v) und S¥(v)

S2(v) 5/(v)
A A

Se(u) +- - Si(u) f--

Y

Y
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Darstellbarkeit als Kollektives Modell

Korollar: Die Pramienfunktion S¢ gehort zu einem Kollektiven Modell, bei dem

die bedingte Schadenhohe X|{X > u} Pareto-verteilt mit & = 1 — log,(1 + z)
ISE.
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