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Das Kollektive Modell

Kollektives Modell
De�nition:

Ein Paar (N; fXngn�1), bestehend aus einer Schadenzahl N und einer i.i.d.-Folge
von Schadenhöhen X1;X2; : : : heiÿt Kollektives Modell für ein Portefeuille von
Risiken, wenn N und fXngn�1 unabhängig sind und sich der Gesamtschaden S
des Portefeuilles darstellen lässt als

S =

N∑
n=1

Xn:

Mit X bezeichnen wir im Folgenden eine Zufallsvariable mit der gleichen
Verteilungsfunktion F wie die Xn.
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Das Kollektive Modell

Kollektives Modell
Bemerkungen:

� Die Unabhängigkeit von Schadenhöhe und Schadenzahl ist eventuell verletzt
bei Naturgefahren- oder Konjunktur-Ein�üssen, die Schadenzahl und -höhe
zugleich beein�ussen (z.B. Winter mit viel Glatteis in KH).

� Die Unabhängigkeit der Schadenhöhen ist weitgehend unproblematisch.
Gegebenenfalls kann man Schäden aus abhängige Policen (z.B.
Gebäude/Inhalt) zu einem Schaden zusammenfassen.

� Die identische Verteilung der Schadenhöhen erscheint irreal angesichts
unterschiedlich groÿer Risiken (Versicherungssummen), aber es geht hier
nicht um die Verteilung der Schäden zu bestimmten Risiken, sondern um die
Mischverteilung der Schadenhöhen aller im Portefeuille be�ndlichen Risiken.

� F ist die Verteilung, die man beobachtet, wenn man die Schadenhöhen der
Reihe nach notiert, also nicht weiÿ, welches Risiko den nächsten Schaden
verursacht.
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Das Kollektive Modell

Waldsche Identitäten
Satz (Waldsche Identitäten): Im kollektiven Modell gilt:

(1) E(S) = E(N) � E(X )

(2) Var(S) = Var(N) E(X )2 + E(N) Var(X )

Bemerkung: In dem Spezialfall N � Poi(�) folgt aus den Waldschen Gleichungen

E(S) = � � E(X ) und Var(S) = � � E(X 2):
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenhöhe

LogNormal-Verteilung

Parameter: � > 0, � 2 R, statt � kann man den Skalenparameter
b := e� verwenden

Einordnung: X � LogNorm(�; �2) ) ln(X ) � N (�; �2)

Verteilungsfunktion: F (x) = Φ

(
ln(x)� �

�

)
= Φ

(
1
�
ln
(x
b

))
für x > 0

Dichte: f (x) =
1

x �
p
2��2

exp

(
� (ln(x)� �)2

2�2

)
für x > 0

Momente: E(X k) = exp

(
k � �+

k2 � �2
2

)
= bk � exp

(
k2 � �2

2

)
für

k � 1, insb.

E(X ) = e�+�
2=2 und Var(X ) = E(X )2(e�

2 � 1):
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenhöhe

Dichten der LogNormal-Verteilung
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenhöhe

Pareto-Verteilung

Parameter: Skalenparameter t > 0, Formparameter � > 0

Einordnung: X � Pareto(t; �) ) ln(X=t) � Exp(�)

Verteilungsfunktion: F (x) = 1�
(
t
x

)�

für x > t

Dichte: f (x) = � � t� � x���1 für x > t

Momente: E(X k) = tk � �

�� k
für k 2 N mit k < �
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenhöhe

Verteilungsfunktionen der Pareto-Verteilung
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenhöhe

Pareto-Verteilung
Lemma: Die Pareto-Verteilung hat folgende Eigenschaften:

(1) Für c > 0 gilt

X � Pareto(t; �) ) cX � Pareto(ct; �):

(2) Für X � Pareto(t; �) und c > t gilt X j(X > c) � Pareto(c ; �).
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenhöhe

Nullpunkt-Pareto-Verteilung

Parameter: Skalenparameter t > 0, Formparameter � > 0

Einordnung: X � Pareto0(t; �) ) X + t � Pareto(t; �)

Verteilungsfunktion: F (x) = 1�
(

t
t + x

)�

für x > 0

Dichte: f (x) = � � t�(t + x)���1 für x > 0

Momente: E(X k) =
tk(
��1
k

) für k 2 N mit k < �
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenhöhe

Verteilungsfunktionen der Nullpunkt-Pareto-Verteilung

1t 2t 3t 4t 5t 6t 7t

1

0

�=2,5

�=1,2

�=0,8
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenzahl

Poisson-Verteilung

Parameter: � > 0

Zähldichte: P(N = n) = e�� � �
n

n!
für n = 0; 1; : : :

Momente: E(N) = �; Var(N) = �; E
(
(N � E(N))3

)
= �

Rekursion: P(N = n) = P(N = n � 1) � �
n

für n � 1
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenzahl

Negative Binomial-Verteilung

Parameter: � > 0, p 2 (0; 1)

Inerpretation: Anzahl Misserfolge bis vor dem �-ten Erfolg (im Fall
� 2 N)

Zähldichte: P(N = n) =

(
�+ n � 1

n

)
� p� � (1� p)n für n = 0; 1; : : :

Momente: E(N) =
� � (1� p)

p
, Var(N) =

E(N)

p
,

E
(
(N � E(N))3

)
=

Var(N) � (2� p)
p

Rekursion: P(N = n) = P(N = n� 1) � (1� p) � n + �� 1
n

für n � 1
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenzahl

Dispersion
De�nition: Für eine N0-wertige Zufallsvariable N mit E(N) > 0 heiÿt

D(N) :=
Var(N)

E(N)

die Dispersion.

Bemerkungen:

� Für die Poisson-Verteilung gilt D(N) = 1.

� Für die Negative Binomialverteilung gilt D(N) = 1=p > 1.

� Die Parameter der Negativen Binomialverteilung lassen sich wie folgt aus
Erwartungswert und Dispersion berechnen:

p =
1

D(N)
und � =

E(N)

D(N)� 1
:
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenzahl

Poisson und Negativ Binomial mit E(N) = 10

5 10 15 20 25

0:1

Poisson, D(N)=1

NegBin mit D(N)=2

NegBin mit D(N)=5

n

P(N=n)
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenzahl

Negative Binomialverteilung
Lemma:

Die Negative Binomialverteilung erhält man aus der Poisson-Verteilung, wenn
man den Parameter Λ der Poisson-Verteilung zufällig mit einer
Gamma-Verteilung zieht. Genauer:

Λ � Γ(�;�) und PNjΛ=� = Poi(�) ) N � NegBin(�; p) mit p =
�

�+ �
:
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Das Kollektive Modell
Verteilungsmodelle für die Schadenzahl

Poisson-Prozess
Bemerkung:

Entstehen die Schäden mit einem Poisson-Prozess, so ist die Anzahl der Schäden
in einem festen Zeitraum automatisch Poisson-verteilt. Die Poisson-Verteilung
ist also eine sehr plausible Schadenzahlverteilung.

Nach dem Lemma von Folie 17 vernünftig mit einer Negativen
Binomialverteilung zu modellieren wenn

� die Schadenhäu�gkeit von einer vorab unbekannten Jahresqualität abhängt
(in KH z.B. milder/harter Winter) oder

� man berücksichtigen möchte, dass der Poisson-Parameter nur mit einer
gewissen Unsicherheit geschätzt werden kann.
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Das Kollektive Modell
Das Verfahren von Panjer

Gesamtschadenverteilung

� Ein Hauptziel des Kollektiven Modells ist die Berechnung der
Gesamtschaden-Verteilung G (s) von S aus den Verteilungen von X und N,
insbesondere für s � E(S).

� Man braucht G insbesondere zur Bestimmung des Sicherheitskapitals und
für bestimmte Formen der Risikoteilung.

� Die (zweiparametrischen) Verteilungsmodelle des Individuellen Modells (z.B.
Gamma-Verteilung) liefern nur in der Nähe des Erwartungswerts eine
brauchbare Approximation, und auch das nur bei homogenen Risikogruppen.
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Das Kollektive Modell
Das Verfahren von Panjer

Gesamtschadenverteilung
Es gilt

G (s) = P(S � s) =
1∑
n=0

P(N = n ^ S � s)

=

1∑
n=0

P(N = n ^ X1 + : : :+ Xn � s)

=

1∑
n=0

P(N = n) � P(X1 + : : :+ Xn � s) =
1∑
n=0

pn � F �n(s)

mit pn = P(N = n) und

F �0(x) := 1fx�0g; F �1(x) := F (x) und F �n(s) :=

∫
F �(n�1)(s � x)dF (x):

Die Berechnung der Gesamtschadenverteilung mit dieser Formel problematisch,
da beliebig hohe Faltungspotenzen vorkommen (extrem rechenaufwändig).

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 20



Das Kollektive Modell
Das Verfahren von Panjer

Panjer-Rekursion
Für die (in der Praxis) wichtigsten Situationen gibt es jedoch einen sehr
e�zienten Algorithmus zur Berechnung der Gesamtschadenverteilung.

Für die Verteilung pn = P(N = n) der Schadenzahl N gelte die Rekursion

pn =

(
a +

b
n

)
� pn�1:

Ferner sei die Verteilung der Schadenhöhen Xn arithmetisch diskret mit
Schrittweite h > 0, d.h. für

fk := P(X = k � h) gilt
1∑
k=0

fk = 1:
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Das Kollektive Modell
Das Verfahren von Panjer

Panjer-Rekursion
Satz (Panjer 1980):

Dann kann die ebenfalls arithmetisch diskrete Verteilung gk := P(S = k � h) des
Gesamtschadens S =

∑N
n=0 Xn rekursiv berechnet werden gemäÿ

g0 =

p0 � exp(b � f0) falls a = 0
p0

(1� a � f0)1+
b

a

falls a 6= 0 und

gk =
1

1� a � f0
k∑

j=1

(
a +

b � j
k

)
� fj � gk�j für k � 1:
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Das Kollektive Modell
Das Verfahren von Panjer

Panjer-Rekursion
Bemerkung:

Für die relevanten Schadenzahlverteilungen (Poisson und Negativ Binomial) gibt
es eine Rekursion der Form pn =

(
a + b

n

) � pn�1 :
N � Poi(�) ) a = 0; b = �

N � NegBin(�; p) ) a = 1� p; b = (�� 1)(1� p)

Eine Rekursion dieser Form gibt es ansonsten nur noch für die
Binomialverteilung!

Bemerkung:

Ist Schadenhöhenverteilung nicht arithmetisch diskret, so muss sie zuerst durch
eine arithmetisch diskrete Verteilung approximiert werden. Hierzu gibt es
Verfahren wie z.B. das Local Moment Matching (siehe unten).
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Das Kollektive Modell
Das Verfahren von Panjer

E�zienz der Panjer-Rekursion
Es sei

f �nk := P(X1 + � � �+ Xn = k � h):
Wir nehmen oBdA f0 = 0 an.

Will man gk für k = 0; : : : ;K berechnen, so muss man f �nk für alle n und k mit
n � k � K berechnen.
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Das Kollektive Modell
Das Verfahren von Panjer

E�zienz der Panjer-Rekursion
Tut man dies rekursiv mit der Formel

f �nk =

k�n+1∑
�=1

f �(n�1)k�� � f� ;

so benötigt man folgende Anzahl an Multiplikationen:

Wahrscheinlichkeiten Anzahl Multiplikationen

f
�2

2 ; : : : ; f
�2

K 1+ 2+ 3+ � � �+ (K � 2) + (K � 1)
f
�3

3 ; : : : ; f
�3

K 1+ 2+ 3+ � � �+ (K � 2)
: : : : : :

f
�(K�2)
K�2

; : : : ; f
�(K�2)
K

1+ 2+ 3

f
�(K�1)
K�1

; f
�(K�1)
K

1+ 2
f
�K

K 1
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Das Kollektive Modell
Das Verfahren von Panjer

E�zienz der Panjer-Rekursion
Insgesamt braucht man also

1 � (K � 1) + 2 � (K � 2) + � � �+ (K � 2) � 2+ (K � 1) � 1

�
∫ K

0

x � (K � x) dx =
K 3

6

Multiplikationen (wobei die Näherung bereits für K � 10 sehr gut ist).

Hinzu kommen noch die Multiplikationen mit P(N = n) (asymptotisch aber nicht
relevant, da durch K 2 beschränkt).
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Das Kollektive Modell
Das Verfahren von Panjer

E�zienz der Panjer-Rekursion
Mit der Panjer-Rekursion braucht man hingegen nur

4+ K + 4
K∑

k=1

k = 4+ K + 4
K (K + 1)

2
� 2K 2

Multiplikationen und Divisionen.

Beispiel: Für K = 10:000:

� Panjer-Rekursion: etwa 2 � 108 Multiplikationen bzw. Divisionen

� Faltungspotenzen direkt berechnet: etwa 1,7 � 1011 Multiplikationen!
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Das Kollektive Modell
Local Moment Matching

Local Moment Matching
Sei (N; fXngn�1) ein kollektives Modell.

Um den Gesamtschaden S =
∑N

n=1 Xn approximativ mit dem Verfahren von
Panjer berechnen zu können, muss die Verteilungsfunktion F von X zuerst durch
eine arithmetisch diskrete Verteilung F̃ einer Zufallsvariable X̃ approximiert
werden.

Hierzu gibt es verschiedene Möglichkeiten. Man sollte dies aber möglichst so
machen, dass auch Erwartungswert und Varianz von F und F̃ übereinstimmen.
Dies leistet das Local Moment Matching-Verfahren.
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Das Kollektive Modell
Local Moment Matching

Local Moment Matching
Seien K 2 N gerade und h > 0. Bestimme Wahrscheinlichkeitsgewichte ai , bi , ci
für i = 0; 2; 4; : : : ;K � 2, so dass

ai + bi + ci =

∫ (i+2)h

ih

dF (x);

h(iai + (i + 1)bi + (i + 2)ci ) =

∫ (i+2)h

ih

x dF (x) und

h2(i2ai + (i + 1)2bi + (i + 2)2ci ) =

∫ (i+2)h

ih

x2 dF (x):

Für jedes i ist dieses lineare Gleichungssystem eindeutig nach ai , bi und ci lösbar.

Setze f0 := a0, fK := cK�2 und

fk :=

{
bk�1 falls k ungerade und 0 < k < K

ak + ck�2 falls k gerade und 0 < k < K :
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Das Kollektive Modell
Local Moment Matching

Local Moment Matching

k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 : : :

a0 b0 c0 a4 b4 c4 : : :

a2 b2 c2 : : :

# # # # # # #
f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 : : :

Ist F (Kh) = 1, so gilt dann
∑K

k=0 fk = 1,
∑K

k=0 kh � fk = E(X ) und∑K
k=0(kh)

2 � fk = E(X 2):

Der etwa verbleibende Tail rechts von Kh kann durch ein einziges zusätzliches
Atom z > Kh berücksichtigt werden.
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Formen und Gründe der Risikoteilung

Grundlegende Arten der Risikoteilung
Es sei X die Höhe eines Einzelschadens, eines Schadenereignisses, eines
Einzelrisikos oder der Gesamtschaden eines Portefeuilles.

Grundlegenden Arten der Risikoteilung:

proportionale Risikoteilung nichtproportionale Risikoteilung
X = c � X + (1� c) � X X = min(X ; a) + max(X � a; 0)
0 < c < 1 a > 0
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Formen und Gründe der Risikoteilung

Risikoteilung zwischen VN und VU
Gründe für Risikoteilung zwischen VN und VU:

� Ausschluss von Kleinschäden (nur bei nichtproportionaler Risikoteilung)

� Beein�ussung des moralischen Risikos

� Kostenreduktion (wenn VN sich für ein überdurchschnittlich gutes Risiko
hält)

Beispiele für Risikoteilung zwischen VN und VU:

proportionale Risikoteilung nichtproportionale Risikoteilung
Prozenttarif (PKV) Selbstbehalt (z.B. in Kasko)
Unterversicherung (Hausrat) Erstrisikodeckung (Haftp�icht)
Mitversicherung Jahresfranchise (PKV)
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Formen und Gründe der Risikoteilung

Risikoteilung zwischen EV und RV
Gründe für RT zwischen Erstversicherer (EV) und Rückversicherer (RV):

� Verringerung des versicherungstechnischen Risikos beim EV, insb.
I Schutz vor Groÿschäden (Zufallsrisiko)
I Schutz vor Naturereignissen (Zufallrisiko)
I Schutz vor Änderungs- und Prognoserisiko (z.B. In�ation)

� Verbesserung der Solvenz des EV

� Reduktion der Kapitalkosten des EV

� Homogenisierung des Portefeuilles des EV

� Ausweitung der Zeichnungskapazität des EV für Groÿrisiken

� Atomisierung von Risiken

� Unterstützung des EV beim Aufbau neuer Sparten

� Bessere Diversi�kation beim RV (als beim EV)
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Formen und Gründe der Risikoteilung

Risikoteilung zwischen EV und RV
Wichtigste Formen der Risikoteilung zwischen EV und RV:

proportionale Risikoteilung nichtproportionale Risikoteilung
Quote Einzelschadenexzedent
Summenexzedent Kumulschadenexzedent

Jahresschadenexzedent (Stop Loss)

Ferner gibt es beliebige weitere (zum Teil exotische) Formen von
Rückversicherung, z.B. die Höchstschaden-Rückversicherung.
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Proportionale Rückversicherung

Proportionale Rückversicherung
Wir betrachten ein Erstversicherungsportefeuille mit den Risiken R1; : : : ;RI

(typischerweise aus einer Branche, wie z.B. Kraftfahrt).

Dann lässt sich der Jahresgesamtschaden S des EV schreiben als

S =

I∑
i=1

Ri :
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Proportionale Rückversicherung

Quote (Quota Share, QS)
Bei der Quote wird der Gesamtschaden S mit einem festen Quotenselbstbehalt
c 2 (0; 1) auf EV und RV aufgeteilt:

Selbstbehalt: S̃ := c � S
Abgabe (Zession): Ŝ := (1� c) � S

Die Prämie wird mit den gleichen Prozentsätzen auf EV und RV aufgeteilt.

Einsatzgebiete:

� Verbesserung der Solvabilität beim EV

� Reduktion des Ein�usses der gröÿten Sparte

� Aufbau neuer Sparten
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Proportionale Rückversicherung

Beispiel Quote mit 20% Abgabe
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Proportionale Rückversicherung

Summenexzedent (Surplus, SX)
Beim Summenexzedent hängt der Prozentsatz, den der RV an einem Risiko
trägt, von der Versicherungssumme ab.

Es sei ui die Versicherungssumme des Risikos Ri . Bei einem Summenexzedent
mit Maximum u0 wird der Schaden S wie folgt auf EV und RV aufgeteilt:

Selbstbehalt: S̃ :=

I∑
i=1

ci � Ri mit ci := min

(
u0
ui
; 1

)

Abgabe (Zession): Ŝ :=

I∑
i=1

(1� ci ) � Ri

Die Prämie des Risikos Ri wird mit den gleichen Prozentsätzen ci und 1� ci auf
EV und RV aufgeteilt wie die Schäden.
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Proportionale Rückversicherung

Summenexzedent (Surplus, SX)
Beobachtungen:

� Der RV übernimmt einen umso gröÿeren prozentualen Anteil, je höher die
VS des Risikos ist.

� Er bezahlt daher bei hoher VS auch von kleinen Schäden einen hohen Anteil.

� Der Selbstbehalt des EV entspricht dann einem Bestand mit
Versicherungssummen � u0.

Einsatzgebiete:

� Verbesserung der Solvabilität beim EV

� Homogenisierung des Portefeuilles

� Reduktion von Spitzenrisiken
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Proportionale Rückversicherung

Summenexzedent (Surplus, SX)
Bemerkung:

In der Praxis ist die RV-Kapazität limitiert. Sie wird als Anzahl Maxima m
angegeben. Es ist dann

Ŝ =

I∑
i=1

min

(
1� ci ;

mu0
ui

)
� Ri

und S̃ = S � Ŝ mit obigen

ci := min

(
u0
ui
; 1

)
:
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Proportionale Rückversicherung

Beispiel Summenexzedent mit Maximum 2 Mio.
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Proportionale Rückversicherung

Beispiel Summenexzedent mit Maximum 2 Mio.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 43



Formen und Gründe der Risikoteilung
Nichtproportionale Rückversicherung

Nichtproportionale Rückversicherung
Wir betrachten jetzt die Darstellungen

S =

N∑
n=1

Xn =

N�∑
n=1

X �
n

des Jahresgesamtschadens S , wobei

� Xn den n-ten Einzelschaden und

� X �
n das n-te (Kumul-)Schadenereignis

bezeichnet.

Beachte: Für die Darstellung S =
∑N�

n=1 X
�
n ist die Ereignisde�nition ist

entscheidend!
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Nichtproportionale Rückversicherung

Einzelschadenexzedent (XL per Risk)
Beim Einzelschadenexzedent übernimmt der RV den Anteil an jedem
Einzelschaden, der die sog. Priorität a > 0 übersteigt.

Selbstbehalt: S̃ :=

N∑
n=1

min(a;Xn)

Abgabe (Zession): Ŝ :=

N∑
n=1

Xn �min(a;Xn) =

N∑
n=1

max(Xn � a; 0)

Einsatzgebiete:

� Schutz vor groÿen Schäden (Zufallsrisiko)

� Aber auch Schutz vor dem Prognose- und Änderungsrisiko bei
langabwickelnden Groÿschäden in AH und KH
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Nichtproportionale Rückversicherung

Einzelschadenexzedent (XL per Risk)
Bemerkung: In der Praxis ist die RV-Haftung meist limitiert, d.h.

Ŝ :=

N∑
n=1

min (max(Xn � a; 0); c)

mit der Haftung c > 0. Man spricht dann vom Layer c xs a. Die Summe a + c
heiÿt Plafond des Layers. Es gilt die Layeridentität

min (max(X � a; 0); c) = min(X ; a + c)�min(X ; a)

= max(X � a; 0)�max(X � (a + c); 0);

d.h. ein limitierter Layer lässt sich als Di�erenz zweier unlimitierter Layer
darstellen.

Wir beschränken uns daher im Folgenden meist auf den unlimitierten Fall.
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Nichtproportionale Rückversicherung

Beispiel Einzelschadenexzedent 4 Mio. xs 1 Mio.
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Nichtproportionale Rückversicherung

Kumulschadenexzedent (XL per Event, Cat-XL)
Die Funktionsweise des Kumulschadenexzedenten ist identisch zum
Einzelschadenexzedent, nur dass statt den Einzelschäden Xn die Gesamtschäden
von Ereignissen X �

n eingebracht werden, die jeweils aus vielen kleinen
Einzelschäden resultieren können:

Selbstbehalt: S̃ :=

N�∑
n=1

min(a;X �
n )

Abgabe (Zession): Ŝ :=

N�∑
n=1

X �
n �min(a;X �

n ) =

N�∑
n=1

max(X �
n � a; 0)
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Nichtproportionale Rückversicherung

Kumulschadenexzedent (XL per Event, Cat-XL)
Bemerkungen:

� Kumulschadenexzedenten sind in der Praxis immer limitiert, d.h.

Ŝ =

N�∑
m=1

min (max(X �
m � a; 0); c)

mit der Haftung c > 0.

� Auÿerdem gibt es in der Praxis immer ein Annual Aggregate Limit (AAL),
d.h. eine Begrenzung des Jahresgesamtschadens des Rückversicherers.

� Üblich als Schutz gegen Naturkatastrophen (Sturm, Hagel, Flut, Erdbeben),
bei denen durch ein Ereignis viele Risiken betro�en sind.

� Auch üblich in Haftp�icht und Unfall.

� Oft schwierig: Gute Ereignisde�nition!
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Nichtproportionale Rückversicherung

Beispiel Cat XL 50 Mio. xs 10 Mio.
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Nichtproportionale Rückversicherung

Jahresschadenexzedent (Stop Loss, SL)
Ein Stop Loss deckt die Gesamtschadenlast S . Der RV trägt den Teil von S , der
die Priorität a übersteigt:

Selbstbehalt: S̃ := min(S ; a)

Abgabe (Zession): Ŝ := max(S � a; 0)

Bemerkungen:

� Stop Loss-Verträge sind in der Praxis stets limitiert, d.h.
Ŝ = min (max(S � a; 0); c) mit c > 0.

� Haftung c und Priorität a werden i.d.R. als Prozentsatz der Prämie
formuliert.

� Üblich für stark schwankendes Geschäft (z.B. Sturm oder Hagel).

� Sollte nicht als Schutz gegen Untertari�erung dienen.
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Nichtproportionale Rückversicherung

Beispiel Stop Loss 20% xs 100%
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Formen und Gründe der Risikoteilung
Nichtproportionale Rückversicherung

Rückversicherungs-Bouquets

� In der Praxis kauft der EV nicht einen einzelnen Rückversicherungsvertrag
sondern ein �Bouquet� von RV-Verträgen

� Dieses Bouquet wird unter gewissen Gesichtspunkten optimiert (Solvenz,
Strategie, Risikoappetit, etc.)

� Die RV-Verträge werden typischerweise auf mehrere RV verteilt um das
Ausfallrisiko zu minimieren.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 53



Teil 4: Risikoteilung

Inhalt

Das Kollektive Modell

Formen und Gründe der Risikoteilung

Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen

Tari�erung von Rückversicherungsverträgen

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 54



Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Proportionale Rückversicherung

Quote
Lemma: Es sei G die Verteilungsfunktion von S. Bei einer Quote mit c 2 (0; 1)
gilt für den Selbstbehalt S̃ = c � S

(1) G̃ (s) := P(S̃ � s) = P(c � S � s) = P
(
S � s

c

)
= G

(
s
c

)
(2) Falls S eine Dichte g hat: g̃(s) := G̃ 0(s) = d

dsG
(
s
c

)
= 1

c � g
(
s
c

)
(3) E(S̃) = c � E(S); E(S̃k) = ck � E(Sk)

(4) Var(S̃) = c2 � Var(S); Sd(S̃) = c � Sd(S)
(5) Mit Sicherheitskapital b gilt:

P
(
S̃ > E(S̃) + b

)
= P

(
S > E(S) +

b
c

)
� P (S > E(S) + b) ;

d.h. die einjährige Ruinwahrscheinlichkeit wird kleiner bzw. die
Sicherheitswahrscheinlichkeit wird gröÿer.
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Proportionale Rückversicherung

Summenexzedent
Wir betrachten das Kollektive Modell

S =

N∑
n=1

Xn

und bezeichnen mit Vn > 0 die (zufällige) Versicherungssumme des n-ten
Schadens. Sei Yn := Xn=Vn der Schadengrad des n-ten Schadens.

Lemma: Die Versicherungssummen V1;V2; : : : seien i.i.d. und die Zufallsgröÿen
fYn;Vn j n � 1g unabhängig. Dann sind auch die Schadengrade Y1;Y2; : : : i.i.d.
und für einen Summenexzedenten mit Maximum u0 > 0 und F (u0) < 1 gilt

Vco(S̃) < Vco(S):
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Proportionale Rückversicherung

Summenexzedent
Bemerkungen:

� Die Annahme, dass die Versicherungssummen i.i.d. sind, ist unkritisch.

� Die Unabhängigkeit von Schadengrad Yn und Versicherungssumme Vn ist in
manchen Teilbereichen der Sachversicherung (mit nicht allzu unter-
schiedlichen Versicherungssummen) durchaus realistisch.

� Für Haftp�icht ist die Annahme i.d.R. unrealistisch. Dort gibt es aber auch
keine Summenexzedenten.
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Schadenzahl bei nichtproportionaler Risikoteilung der Schadenhöhe

Schadenzahl bei nichtproportionaler Risikoteilung
Wir betrachten ein Kollektives Modell

S =

N∑
n=1

Xn

mit F (0) = 0, d.h. Schäden der Höhe null werden nicht gezählt. Wir betrachten
einen Schadenexzedenten mit Priorität a > 0 und F (a) < 1.

Dann gilt für die Zahl nichttrivialer Schäden:

Selbstbehalt: Ñ = N

Abgabe (Zession): N̂ =
∑N

n=1 Bn (Bn := 1fXn>ag Indikatorvariable)
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Schadenzahl bei nichtproportionaler Risikoteilung der Schadenhöhe

Schadenzahl bei nichtproportionaler Risikoteilung
Wir setzen

pa := E(Bn) = P(Xn > a):

Satz: Dann gilt
D(N̂)� 1 = pa � [D(N)� 1]:

Satz: Es gilt

N � Poi(�) ) N̂ � Poi(pa�);

N � NegBin(�; p) ) N̂ � NegBin

(
�;

p
p + pa � pap

)
:
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Nichtproportionale Risikoteilung der Schadenhöhe

Nichtproportionale Risikoteilung der Schadenhöhe
Sei X die Schadenhöhe aus einem Kollektiven Modell und sei a > 0.

Wir nehmen stets 0 < F (a) = P(X � a) < 1 an, d.h. es liegt echte Risikoteilung
vor.

Selbstbehalt bzw. Erstrisiko: X̃ = min(X ; a)

Abgabe bzw. Zweitrisiko: X̂ = max(X � a; 0)

Mit F̃ und F̂ bezeichnen wir die Verteilungsfunktionen von X̃ und X̂ .
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Nichtproportionale Risikoteilung der Schadenhöhe

Schadenhöhe des Erstrisikos
Lemma: Es gilt:

(1) F̃ (x) = P(X̃ � x) =

{
F (x) = P(X � x) falls x < a

1 falls x � a
(keine stetige Dichte, auch wenn X eine hat)

(2) E(X̃ k) =

∫ 1

0

xk dF̃ (x) =

∫ 1

0

min(x ; a)k dF (x)

=

∫ a

0

xkdF (x) + ak � (1� F (a)) =

∫ a

0

xk � f (x) dx + ak � (1� F (a))︸ ︷︷ ︸
(falls X eine Dichte f hat)

(3) E(X̃ k) = k

∫ a

0

xk�1(1� F (x)) dx

(4) Vco(X̃ ) ist monoton wachsend in a und es ist Vco(X̃ ) < Vco(X )
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Nichtproportionale Risikoteilung der Schadenhöhe

Schadenhöhe des Zweitrisikos
Da wir Schäden der Höhe null nicht zählen wollen, betrachten wir neben X̂ die
Zufallsgröÿe

X̂ := X̂ j fX > ag = X � a j fX > ag:
Es bezeichne F̂ die zugehörige Verteilungsfunktion und f̂ die Dichte (falls
vorhanden).

Lemma: Es gilt

(1) F̂ (x) = F (a + x) (für x � 0)

(2) F̂ (x) =
P(a < X � x + a)

P(X > a)
=

F (a + x)� F (a)
1� F (a)

(für x � 0)

(3) E(X̂ k) = E
(
(X � a)k j X > a

)
=

∫1
a (x � a)kdF (x)

1� F (a)
=

E(X̂ k)

1� F (a)

(4) Vco(X̂ ) ist monoton wachsend in a und es ist Vco(X ) < Vco(X̂ )
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Nichtproportionale Risikoteilung der Schadenhöhe

Mittlerer Überschaden
De�nition: E(X̂ ) heiÿt mittlerer Überschaden.

Beispiel:

(1) Exponentialverteilung: F (x) = 1� e�x=b ) E(X̂ ) = b,
also konstant und unabhängig von a

(2) Nullpunkt-Pareto: F (x) = 1�
(

t
t + x

)�

) E(X̂ ) =
a + t
�� 1

,

also monoton wachsend in a für � > 1

(3) Pareto: F (x) = 1�
(
t
x

)�

) E(X̂ ) =
a

�� 1
(falls a � b),

also linear in a für � > 1
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung im Kollektiven Modell

Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung
Mit den Bezeichnungen aus den vorangehenden Abschnitten gilt für den
Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung mit Priorität a

Selbstbehalt: S̃ =

N∑
n=1

min(Xn; a) =
N∑

n=1

X̃n

Abgabe: Ŝ =

N∑
n=1

max(Xn � a; 0) =
N∑

n=1

X̂n =

N̂∑
m=1

X̂m

Mit den Waldschen Identitäten erhalten wir für den Selbstbehalt

E(S̃) = E(N) � E(X̃ );

Var(S̃) = E(N) � Var(X̃ ) + Var(N) � E(X̃ )2:
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung im Kollektiven Modell

Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung
Für die Abgabe erhalten wir

E(Ŝ) = E(N̂) � E(X̂ ) = E(N) � pa � E(X̂ )

1� F (a)
= E(N) � E(X̂ );

Var(Ŝ) = E(N) � Var(X̂ ) + Var(N) � E(X̂ )2 = E(N̂) � Var(X̂ ) + Var(N̂) � E(X̂ )2:

Satz: Vco(S̃) und Vco(Ŝ) sind monoton wachsend in a. Es gilt

Vco(N) < Vco(S̃) < Vco(S) < Vco(Ŝ):
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Gesamtschaden bei nichtproportionaler Risikoteilung im Kollektiven Modell

Beispiel
X � Lognormal with Vco(X ) = 4, N � Poi(0,1). Dann ist

Vco(N)2 =
Var(N)

E(N)2
= 10 � 3,162;

Vco(S)2 =
Vco(X )2

E(N)
+ Vco(N)2 = 170 � 13,02 und

a=E(X ) 0,01 0,1 1 10 100 1
Vco(S̃) 3,2 3,3 4,3 7,0 10,9 13,0
Vco(Ŝ) 13,2 14,1 20,8 61,9 466
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Der Entlastungse�ekt bei nichtproportionaler Risikoteilung

Entlastungse�ekt
Wir betrachten ein Kollektives Modell mit P(X > 0) = 1. Dann gilt bei
nichtproportionaler Risikoteilung mit Priorität a

E(S̃)
E(S)

=
E(N) E(X̃ )

E(N) E(X )
=

E(X̃ )

E(X )
=

E(min(X ; a))
E(X )

:

De�nition: Die Funktion r : [0;1)! R;

r(a) :=
E(min(X ; a))

E(X )

heiÿt Entlastungse�ektfunktion.

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 67



Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Der Entlastungse�ekt bei nichtproportionaler Risikoteilung

Entlastungse�ekt
Bemerkung: Für den Entlastungse�ekt gilt nach dem Lemma auf Folie 61

r(a) =

∫ a

0

(1� F (x)) dx

E(X )
:

Es gilt natürlich auch

E(X̂ ) = E
(
max(X � a; 0)

)
=

∫ 1

a

(1� F (x)) dx ;

bzw. für limitierte Layer c xs a

E
(
min(c ;max(X � a; 0))

)
=

∫ a+c

a

(1� F (x)) dx :
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Der Entlastungse�ekt bei nichtproportionaler Risikoteilung

Flächendarstellung des Schadens im Layer c xs a

a a + c

0:2

0:4

0:6

0:8

1

x0

E(min(c ;max(X � a; 0)))

F
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Der Entlastungse�ekt bei nichtproportionaler Risikoteilung

Entlastungse�ekt
Lemma:

Der Entlastungse�ekt ist monoton wachsend, stetig, konkav und rechtsseitig
di�erenzierbar. Bezeichnet r 0 die rechtsseitige Ableitung, so gilt

r(0) = 0; lim
a!1

r(a) = 1; r 0(a) =
1� F (a)
E(X )

und r 0(0) =
1

E(X )
:

Ist der Höchstschaden v := supfx j F (x) < 1g <1, so gilt r(a) = 1 für
a 2 [v ;1). Die Schadenhöhenverteilung lässt sich durch

F (x) = 1� r 0(x)
r 0(0)

aus dem Entlastungse�ekt zurückgewinnen.
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Risikoteilung und In�ationn

Risikoteilung und In�ation

� Allgemein versteht man unter In�ation jährliche Preisänderungen von
Gütern und Dienstleistungen bestimmter Warenkörbe.

� In der Schadenversicherung spielt die Schadenin�ation teilweise eine
wesentliche Rolle.

� Zur Messung von In�ation wird häu�g der Verbraucherpreisindex oder ein
Lohn- und Gehaltsindex herangezogen.

� Bei groÿen, lang abwickelnden Personenschäden wird die Schadenin�ation
durch medizinische In�ation und Steigerung in den P�egekosten getrieben
und ist meist deutlich höher als die Steigerung der verwendeten Indizes
(�Superimposed In�ation�).

� Wir beschreiben dieses komplexe Thema im Folgenden nur sehr
ober�ächlich.
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Risikoteilung und In�ationn

Entlastungse�ekt bei In�ation
Wächst die Schadenhöhe in�ationsbedingt von X auf X � (1+ i), so gilt für den
neuen Entlastungse�ekt ri

ri (a) :=
E(min(X � (1+ i); a))

E(X � (1+ i))
=

E
(
min

(
X ; a

1+i

))
E(X )

= r

(
a

1+ i

)
< r(a)

(für a > 0 mit FX (a) < 1).

Bei nichtproportionaler Risikoteilung partizipiert der Rückversicherer also
überproportional an der In�ation.

Eine in�ationsgemäÿe Anpassung der Grundprämie genügt daher nicht, es muss
auch die Priorität a in�ationsparallel erhöht werden um die In�ation gerecht
aufzuteilen!

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 72



Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Risikoteilung und In�ationn

Beispiel zur In�ation
Ohne Anpassung der Priorität:

XL-Priorität 1.000 Nach 3 Jahren ist alles
(alle Zahlen in 1.000) z.B. 20% teurer

Schadenhöhe EV RV Schadenhöhe EV RV
100 100 - 120 120 -
500 500 - 600 600 -
900 900 - 1.080 1.000 80

1.000 1.000 - 1.200 1.000 200
1.500 1.000 500 1.800 1.000 800
4.000 3.500 500 4.800 3.720 1.080

Zuwachs: 20% 6% 116%
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Risikoteilung und In�ationn

Beispiel zur In�ation
Wenn Priorität wird mit den 20% In�ation angepasst:

Vor In�ation Nach 20% In�ation
XL-Priorität 1.000 XL-Priorität 1.200

Schadenhöhe EV RV Schadenhöhe EV RV
100 100 - 120 120 -
500 500 - 600 600 -
900 900 - 1,080 1,080 -

1.000 1.000 - 1.200 1.200 -
1.500 1.000 500 1.800 1.200 600
4.000 3.500 500 4.800 4.200 600

Zuwachs: 20% 20% 20%
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Risikoteilung und In�ationn

In�ation bei Pareto-verteilter Schadenhöhe
Für die RV-relevanten Groÿschäden X ist die Pareto-Verteilung oft ein gutes
Modell.

Bei einem unlimitierten XL mit Priorität a > t und � > 1 gilt für
X � Pareto(t; �):

E(Ŝ) = E(N) �
∫ 1

a

(1� F (x)) dx

= E(N) �
∫ 1

a

t� � x�� dx

= E(N) � t� �
[
x1��

1� �

]1
x=a

=
E(N)

�� 1
�
(
t
a

)�

� a:
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Ein�uss der Risikoteilung auf die Schadenverteilungen
Risikoteilung und In�ationn

In�ation bei Pareto-verteilter Schadenhöhe
Bei In�ation X ! Xi := X � (1+ i) gilt Xi � Pareto((1+ i) � t; �).
Also bei gleicher Priorität a:

E(Ŝi ) =
E(N)

�� 1
�
(
t � (1+ i)

a

)�

� a;

d.h.
E(Ŝi )

E(Ŝ)
= (1+ i)�:

Ein typischer Wert ist � = 2. In diesem Fall hat der RV im Schadenexzedenten
etwa doppelt so hohe In�ation wie im Original.
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen

Tari�erung proportionaler RV-Verträge
Die Tari�erung von Quoten ist ersten Blick einfach (durchschnittliche
Schadenquote der letzten n Jahre).

In der Realität ist die Quotierung von Quoten jedoch oft sehr komplex, z.B.:

� Separate Modellierung von
I Basisschadenlast
I Groÿschadenlast
I Cat-Schadenlast

� Quanti�zierung des Prämienzyklus

� Quanti�zierung von Portefeuilleveränderungen

� Berücksichtigung von variablen Provisionsregelungen, Gewinnanteilen,
Bouquet-Gewinnanteilen

Summenexzedenten sind meist noch schwerer einzuschätzen!
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen

Tari�erung nichtproportionaler RV-Verträge
Zur Tari�erung (oder auch Quotierung) von nichtproportionalen
Rückversicherungsverträgen gibt es zwei grundsätzlich verschiedene Ansätze:

Burning Cost-Quotierung: Schätzung der erwarteten Schadenlast im
Quotierungsjahr durch die individuelle
Schadenerfahrung des EV in einem bestimmten
Beobachtungszeitraum.

Exposure-Quotierung: Verwendung von Marktschadenerfahrung bzw.
Marktkurven und individuellen
Bestandsinformationen

Im Folgenden beschränken wir uns auf die Tari�erung nichtproportionaler
Verträge.
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Burning Cost-Quotierung

Burning Cost-Quotierung
Ausgangssituation:

� Zur Quotierung eines XLs mit Priorität a > 0 sei die Schadenerfahrung
(groÿe Einzel- bzw. Ereignisschäden) des EV der Anfalljahre i = 1; : : : ; I
(= Beobachtungszeitraum) bekannt.

� Wir be�nden uns im Jahr I + 1 und wollen die erwartete Schadenlast E(Ŝq)
des RV im Quotierungsjahr q := I + 2 schätzen.

� Wir setzen im Folgenden voraus, dass mit den Schäden eine as-if-Korrektur
durchgeführt wurde, d.h. jeder Schaden wurde so umgerechnet wie er sich
im Quotierungsjahr darstellen würde (In�ation, Gesetzesänderungen, etc.).

� Auch die Prämie muss as-if-korrigiert werden, damit sie als Volumenmaÿ
verwendet werden kann. Man spricht dann von der revalorisierten Prämie.
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Burning Cost bei pro Risiko-XLs

Burning Cost bei pro Risiko-XLs
Wir betrachten einen Risiko-XL mit Priorität a. Der Burning Cost-Ansatz für
Schadenexzedenten pro Risiko beruht auf folgendem

Modell für pro Risiko-XLs

(R1) Die Anfalljahre sind unabhängig.

(R2) Für jedes Anfalljahr i = 1; : : : ; q wird der Schaden Ŝi im XL mit Priorität

a durch ein Kollektives Modell beschrieben, Ŝi =
∑N̂i

n=1 X̂ in, wobei die
Verteilung der xs-Schäden X̂ in in allen Jahren gleich ist.

(R3) Es gibt (bekannte) Volumenmaÿe v1; : : : ; vq (meist revalorisierte Prämie)
und Konstanten �; � > 0, so dass E(N̂i ) = �vi und Var(N̂i ) = �vi gilt.
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Burning Cost bei pro Risiko-XLs

Burning Cost bei pro Risiko-XLs
De�nition: Dann heiÿt

BC :=

∑I
i=1 Ŝi∑I
i=1 vi

=

∑I
i=1

∑N̂i

n=1 X̂ in∑I
i=1 vi

der (pro Risiko) Burning Cost im Beobachtungszeitraum. Mit

BCi :=
Ŝi

vi
=

∑N̂i

n=1 X̂ in

vi

bezeichnen wir den (pro Risiko) Burning Cost des Anfalljahres i 2 f1; : : : ; Ig.

Lemma: Die BCi sind erwartungstreue Schätzer für E(Ŝq)=vq und BC ist die
Konvexkombination der BCi mit der geringsten Varianz.
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Burning Cost bei pro Risiko-XLs

Beispiel XL per Risk 4 Mio. xs 1 Mio.
Geschätzte Prämie im Quotierungsjahr 2020: 80 Mio.

) BC =
12:200:000
245:000:000

� 4,98% ) Erwarteter xs-Schaden 2020: 3,98 Mio.
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Burning Cost bei pro Cat-XLs

Burning Cost bei Cat-XLs
Wir betrachten nun einen Cat-XL mit Priorität a. Der Burning Cost-Ansatz für
Kumulschadenexzedenten, die Naturereignisse (Sturm, Hagel,
Überschwemmung, Erdbeben) decken, beruht auf folgendem

Modell für Cat-XLs:

(C1) Die Anfalljahre sind unabhängig.

(C2) Für jedes Anfalljahr i = 1; : : : ; q wird der Schaden Si aus Naturereignissen

durch ein Kollektives Modell beschrieben: Si =
∑N�

i

n=1 X
�
in. Die Anzahl an

Naturereignissen N�
i ist in allen Anfalljahren i identisch verteilt.

(C3) Es gibt (bekannte) Volumenmaÿe v1; : : : ; vq (revalorisierte Prämien oder
Gesamt-Versicherungssumme), so dass die Zufallsgröÿen X �

in=vi für alle i
identisch verteilt sind.
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Burning Cost bei pro Cat-XLs

Burning Cost bei Cat-XLs
De�nition: Dann heiÿt

BC� :=

∑I
i=1

∑N�

i

n=1max( vqvi X
�
in � a; 0)

I � vq
der (Cat-)Burning Cost im Beobachtungszeitraum. Mit

BC�i :=

∑N�

i

n=1max( vqvi X
�
in � a; 0)

vq

bezeichnen wir den (Cat-)Burning Cost des Anfalljahres i 2 f1; : : : ; Ig.
Es bezeichne Ŝ�q die Schadenlast des RV im Quotierungsjahr q.

Lemma: Die BC�i sind erwartungstreue Schätzer für E(Ŝ�q )=vq und BC� ist die
Konvexkombination der BC�i mit der geringsten Varianz.
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Burning Cost bei pro Cat-XLs

Burning Cost bei Cat-XLs
Bemerkung:

Interpretation der Modellannahmen (C2) und (C3):

Wenn das Portefeuille wächst, so sind deshalb nicht mehr Stürme zu erwarten,
sondern der einzelne Sturm verursacht im Portefeuille einen höheren Schaden!
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Burning Cost bei pro Cat-XLs

Beispiel Cat-XL 5 Mio. xs 5 Mio.
Geschätzte Prämie im Quotierungsjahr 2020: 80 Mio.

) BC� =
9:400:000
320:000:000

� 2,94%

) Erwarteter xs-Schaden 2020: 2,35 Mio.
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Exposurequotierung

Exposurequotierung
Wir betrachten ein Portefeuille von Risiken S = R1 + : : :+ RI und modellieren
jedes Risiko mit einem Kollektiven Modell: Ri =

∑Ni

n=1 Xin.

Dann erhält man für einen Risiko-XL mit Priorität a > 0

E(Ŝ) =
I∑

i=1

E(Ni ) � E(max(Xi � a; 0))

=

I∑
i=1

E(Ni ) � E(max(Xi � a; 0))
E(Ni ) � E(Xi )

� E(Ri )

=

I∑
i=1

(1� ri (a)) � E(Ri );

d.h. der RV braucht nur die Entlastungse�ektfunktionen ri und die Nettoprämien
E(Ri ) zu kennen.
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Exposurequotierung

Exposurequotierung
Problem:

Der RV kennt i.d.R. nur die Schäden ab einer gewissen Meldegrenze, z.B.
X > a=2. Zur Schätzung der Entlastungse�ektfunktionen braucht man aber alle
Schäden.

Wenn der RV diese Daten mal bescha�t/ausgewertet hat, möchte er sie für
möglichst viele Länder (Währungen) und Jahre (In�ation) anwenden.

In der Sachversicherung (Feuer) ist dies tatsächlich möglich, denn dort ist
(innerhalb einer Risikoklasse) die folgende Annahme durchaus realistisch!
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Feuer-Exposurequotierung

Feuer-Exposurequotierung
Annahme: Sei vi die Versicherungssumme des Risikos Ri . Die Schadengrade
Yin := Xin=vi eines jeden Risikos sind wie ein Standardschadengrad Y verteilt.

Mit dieser Annahme erhalten wir

ri (a) =
E(min(Xi ; a))

E(Xi )
=

E
(
min

(
Y ; a

vi

))
E(Y )

= G

(
a
vi

)
mit der sog. (Feuer-)Exposurekurve

G (y) :=


E(min(Y ; y))

E(Y )
für 0 � y � 1

1 für y � 1:
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Feuer-Exposurequotierung

Entlastungse�ekt ri und Feuer-Exposurekurve G

vi

0:2

0:4

0:6

0:8

1

ri (x)

x0

E (Xi1)

1

0:2

0:4

0:6

0:8

1

G (x)

x0

E (Y )
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Feuer-Exposurequotierung

Feuer-Exposurequotierung
Wir erhalten somit

Feuer-Exposurequotierung:

Für einen Risiko-XL mit Priorität a gilt somit

E(Ŝ) =
I∑

i=1

(
1� G

(
a
vi

))
� E(Ri );

mit der währungs- und in�ationsunabhängigen Exposurekurve G .
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Feuer-Exposurequotierung

Beispiel
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Zuschlagsquotierung

Haftplicht-Exposurequotierung (Zuschlagsquotierung)
In der Haftp�icht-Versicherung ist das Modell Xin � viY nicht realistisch, da vi
hier vom VN frei gewählt wird und eher dessen Risikoaversion widerspiegelt als
die objektive Maximalgefährdung.

Realistisch ist eher Xin � min(X ; vi ) mit einer für alle Risiken derselben Klasse
gleichen Schadenhöhe X . Also

ri (a) =


E(min(X ; a))
E(min(X ; vi ))

=
r(a)
r(vi )

für 0 � a � vi

1 für a � vi

mit dem Entlastungse�ekt r(a) = E(min(X ;a))
E(X ) von X .
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Zuschlagsquotierung

Zuschlagsquotierung
Problem:

Hier sind X und r voll währungs- und in�ationsabhängig. Entsprechendes gilt
natürlich auch für die Originalnettoprämie:

S(vi ) := E(Ni ) � E(min(X ; vi ))

Daher benutzen die deutschen Erst- und Rückversicherer in dieser Situation oft
eine Methode, die schon 1936 von Paul Riebesell vorgeschlagen wurde
(Riebesell-Modell, Zuschlagsquoierung).
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Zuschlagsquotierung

Zuschlagsquotierung
Sei s0 = S(v0) die Nettoprämie für die Standard-VS v0. Zur Berechnung der
Nettoprämie S(v) für höhere VS v emp�ehlt Riebesell einen konstanten
prozentualen Zuschlagssatz z 2 (0; 1) für die Verdoppelung von
Versicherungssummen (z.B. z = 20%):

Sz (2 � v0) = s0 � (1+ z)

Sz (4 � v0) = s0 � (1+ z)2;

Sz (2
k � v0) = s0 � (1+ z)k :

Einsetzen von k = log2(v=v0) liefert die

Riebesell-Formel: Für v > 0 und z 2 (0; 1) ist

Sz (v) = s0 � (1+ z)log2(v=v0) = s0 �
(
v
v0

)log2(1+z)

:
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Zuschlagsquotierung

Prämienfunktionen Sz(v ) aus der Zuschlagsquotierung

1�v0 2�v0 3�v0 4�v0 5�v0

1�s0

2�s0

0

z=50%

z=40%

z=30%

z=20%

z=10%
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Zuschlagsquotierung

Zuschlagsquotierung
Hieraus ergibt sich

Zuschlagsquotierung:

Für einen Risiko-XL mit Priorität a folgt aus der Riebesell-Formel

E(Ŝ) =
I∑

i=1

(
1� Sz (min(a; vi ))

Sz (vi )

)
� E(Ri )

=

I∑
i=1

(
1�

(
min(a; vi )

vi

)log2(1+z)
)
� E(Ri )

(währungs- und in�ationsunabhängig!).
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Zuschlagsquotierung

Beispiel
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Zuschlagsquotierung

Darstellbarkeit als Kollektives Modell
Frage: Ist die Zuschlagsquotierung mit dem Kollektiven Modell verträglich?

De�nition:

Unter eine Prämienfunktion verstehen wir eine monoton wachsende Funktion
S : [0;1)! [0;1) mit S�1(0) = f0g.
Eine Prämienfunktion S heiÿt mit dem Kollektiven Modell verträglich, wenn es
Zufallsvariablen N : Ω! N0 und X : Ω! (0;1) gibt, so dass

S(v) = E(N) � E(min(X ; v))

für alle v � 0 gilt.
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Zuschlagsquotierung

Darstellbarkeit als Kollektives Modell
Satz: Eine Prämienfunktion S ist genau dann mit dem Kollektiven Modell
verträglich, wenn folgende drei Bedingungen erfüllt sind:

(1) S ist konkav

(2) limv&0 S(v)=v <1
(3) limv!1(S(v + 1)� S(v)) = 0

Sind N 2 N0 und X > 0 Zufallsvariablen mit S(v) = E(N) � E(min(X ; v)) so gilt
für die Schadenhöhenverteilung F von X

F (v) = 1� S 0(v)
S 0(0)

: (S 0 rechtsseitige Ableitung)
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Zuschlagsquotierung

Darstellbarkeit als Kollektives Modell
Folgerung: Die Prämienfunktion Sz aus der Riebesell-Formel ist nicht mit dem
Kollektiven Modell verträglich, denn limv&0 Sz (v)=v = +1.

Das lässt sich jedoch leicht beheben:

Wähle ein beliebig kleines u > 0, setze su := S(u) und de�niere

Su
z (v) :=


v
u
� Sz (u) für 0 � v < u

Sz (v) für v � u

 =

suv=u für 0 � v < u

su
(v
u

)log2(1+z)

für v � u:

Dann ist Su
z mit dem Kollektiven Modell verträglich und es gilt Su

z (v) = Sz (v)
für alle v � u.

Wird u < a gewählt, so kann man in bei der Zuschlagsquotierung Sz (v) durch
Su
z (v) ersetzen und erhält das gleiche Ergebniss.
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Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Zuschlagsquotierung

Vergleich der Prämienfunktionen Sz(v ) und Su
z (v )

u

Sz (u)

Sz (v)

v0 u

Sz (u)

Su
z (v)

v0

Dr. Ulrich Riegel Schadenversicherungsmathematik 103



Tari�erung von Rückversicherungsverträgen
Zuschlagsquotierung

Darstellbarkeit als Kollektives Modell
Korollar: Die Prämienfunktion Su

z gehört zu einem Kollektiven Modell, bei dem
die bedingte Schadenhöhe X jfX > ug Pareto-verteilt mit � = 1� log2(1+ z)
ist.
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