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Frequenzkammtechnik

Einleitung

re des letzten Jahrhunderts entwickelt wurde, hat die Messtechnik in vielen Bereichen

revolutioniert. Fur die Entwicklung dieser Technik haben Theodor W. Hansch und John
L. Hall im Jahr 2005 gemeinsam mit Roy J. Glauber den Nobelpreis fur Physik erhalten.
Mit Frequenzkammen lassen sich Frequenzen und Zeitspannen genauer als jede andere phy-
sikalische GroRe messen. Dies ermoglicht eine beispiellose Genauigkeit in einer Vielfalt an
Experimenten. Mit den dadurch moglichen hochprazisen Messungen konnen z.B. die groRen
Theorien der Quantenelektrodynamik oder die Allgemeine Relativitatstheorie auf Her(t)z und
Niere gepruft werden. Vielleicht wird man aber auch neue Phanomene entdecken, die uns
noch tiefere Einblicke in die Funktionsweise der Natur liefern.

D ie Frequenzkammtechnik, die von Prof. Hansch, LMU Munchen, am Ende der 90er Jah-

Frequenzkamme: Eine Revolution der
Messtechnik

eingegangen und anschliefend wird Schritt fur Schritt die Funktionsweise erarbeitet. Ziel

ist es, moglichst tiefe und verstandliche Einblicke in die Frequenzkammtechnik zu ver-
mitteln. Der Weg fihrt durch die wunderbare Welt der Schwingungen und Wellen, in die
nebenbei tiefere Einblicke gegeben werden.
Fur das Verstandnis dieses Textes genugt die Schulmathematik— auf die Methoden der ho-
heren Mathematik wird bewusst verzichtet. Technische (schul-)mathematische Abschnitte
sind mit einem Sternchen (*) markiert und konnen Ubersprungen werden — sie sind fur ma-
thematisch interessierte Leser gedacht. Zudem werden die Erlauterungen von anschaulichen
Simulationen und Aufgaben begleitet, die fur ein tiefergehendes Verstandnis hilfreich sind.

| n diesem Artikel wird zuerst auf die Relevanz von Frequenzkammen fur die Messtechnik

Frequenzkémme und Frequenzmessung

Unter Frequenzkdmmen kann man sich so etwas wie sehr genaue ,Frequenzlineale” vor-
stellen —also hochst feine ,,Meterstabe” zum Messen von Frequenzen. Mit diesen Frequenz-
Messgeraten konnen auf relativ einfache Weise optische Frequenzen mit beispielloser Ge-
nauigkeit bestimmt werden.

"Theodor W. Hansch und John L. Hall erhielten die eine Halfte des Nobelpreises fur ihre ,, Beitrage zur Entwick-
lung der auf Laser gegriindeten Prazisionsspektroskopie, einschlieBlich der optischen Frequenzkammtechnik”.

Roy J. Glauber erhielt die andere Halfte fur seinen ,Beitrag zur quantenmechanischen Theorie der optischen
Koharenz".
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Frequenzen zu messen ist eigentlich relativ einfach: Man muss dafiir nur Zeit messen und
zahlen konnen. Zahlt man beispielsweise 3.000 Schwingungen in einer Minute, so erhalt
man 50 (=3.000/60) Schwingungen pro Sekunde, was einer Frequenz von 50 Hz entspricht.
Dieses Prinzip ist fur Frequenzmessungen immer das gleiche — egal ob man mechanische,
akustische oder elektromagnetische Schwingungen betrachtet.

Wenn man sich nicht verzahlt, ist die Genauigkeit der Frequenzmessung durch die Genau-
igkeit der Zeitmessung gegeben. Und Zeiten konnen mit modernen Atomuhren mit einer
unglaublichen Genauigkeit gemessen werden. Die elektronische Zahltechnik kommt aber
bei zu groBen Frequenzen an ihre Grenzen: Diese Grenze ist bei Frequenzen im Gigahertz
(GHz)? Bereich erreicht. So konnen langwellige elektromagnetische Radiowellen bis hin zu
Mikrowellen noch ,,gezahlt” werden, bei optischen elektromagnetischen Wellen, die Fre-
quenzen im Bereich von einigen 100 Terahertz (THz)?® haben, ist dies nicht mehr moglich.

Frequenz in Hz
100 THz 10 GHz

16 014 012 10" 108 10° 10* 102 10°

024 022 020 018 0
. | | | | | |
Infrarot £7 4 Mikro-  Radio- Langwellen
siswellen  wellen 9
1 1 1 1 1

107 107 1072 107'° 10'4 10'2 10° 102 10* 10° 108

Frequenz nicht
mehr "zéhlbar"
Frequenz "zahlbar'

Wellenlange in m

optisches Spektrum

Abb. 1: Elektromagnetisches Spektrum. Frequenzen bis zu einigen GHz kénnen noch elektronisch , gezahit”
werden. Darliberliegende Frequenzen im optischen Bereich kénnen mit der Frequenzkammtechnik genau ver-
messen werden.

Es war zwar vor der Entwicklung der Frequenzkammtechnik bereits gelungen, optische
Frequenzen mit sogenannten ,Frequenzketten” zu vermessen. Dabei wird eine bekannte
Mikrowellenfrequenz einer Atomuhr durch mehrfache Frequenzvervielfachung auf eine be-
kannte optische Frequenz erhoht, die zum Vergleich mit der unbekannten optischen Fre-
quenz verwendet wird. Im Gegensatz zum Frequenzkamm funktioniert diese Technik aber
nur fir eine bestimmte Frequenz und ist mit einem immensen experimentellen Aufwand
verbunden. Die Experimente dafur fullten mehrere Labore und waren wegen ihrer Komple-
xitat so fehleranfallig, dass sie nur wenige Minuten am Stick verwendet werden konnten.
Aufgrund des hohen experimentellen und finanziellen Aufwands konnten sich nur wenige
Labore den Betrieb einer solchen Frequenzkette leisten.

Die Frequenzkammtechnik ermoglicht nun einerseits, sehr hohe Frequenzen im optischen
Bereich auf einfache Weise zu vermessen. Andererseits ermoglicht die Frequenzkammtech-
nik den Bau von sehr genauen optischen Atomuhren, die die Zeit noch genauer als Casium-
Atomuhren messen konnen. Hierdurch wurde eine Vielzahl an Experimenten ermaglicht,
die in einen bisher noch nicht erkundeten Bereich der Physik vordringen konnen.

2Ein GHz entspricht einer Milliarde (10°) Schwingungen pro Sekunde.
3 Ein THz entspricht einer Billiarde (102 Schwingungen pro Sekunde.



Abb. 2: Ein auf einem Titan-Saphir-Femtosekundenlaser beruhender Frequenzkamm. Vor der Entwicklung der
Frequenzkammtechnik haben Experimente, die Frequenzen im optischen Bereich sehr genau messen, mehrere
Forschungslabore gefiillt. Moderne faserbasierte Frequenzkamme passen heutzutage sogar in einen Schuhkar-
ton. (Quelle: Udem 2002B)

Bedeutung der Frequenzmessung

Wenn man tiefer in die Physik eintaucht, stoRt man immer wieder auf Schwingungen und
Wellen. Im Physikunterricht der Schule lernt man bereits mechanische Schwingungen und
Wellen kennen, man beschaftigt sich mit Tonen und akustischen Wellen und lernt, dass
Licht elektromagnetische Wellen sind. Wenn man sich im Physikstudium mit der Quanten-
mechanik beschaftigt, wird sogar Materie zur Welle: Je genauer ein Physiker hinsieht, desto
mehr fangt alles an zu schwingen. So ist es nicht verwunderlich, dass die Frequenz — die
wichtigste GroRe einer Schwingung — in der Physik eine sehr bedeutende Rolle spielt.

Frequenzmessungen konnen aber nicht nur zur Vermessung von Schwingungen und Wellen
verwendet werden, sie dienen auch zur Messung ganz anderer physikalischer Gro3en. Der
Vorteilistdabei, dass aufdiese Weise die anderen GroRen mitder Genauigkeiteiner Frequenz-
messung gemessen werden konnen. Die wichtigste und naheliegende davon ist die Zeit. Aber
auch Entfernungen konnen mithilfe von Frequenzmessungen sehr genau gemessen werden.

1.2.1 Frequenzmessung und Zeitmessung

Zeitmessungen funktionieren genauso wie Frequenzmessungen: Es wird gezahlt. Neben
dem , Taktgeber”, also etwas, das eine regelmaRige Schwingung ausfihrt, benotigt man fur
eine Uhr noch ein ,,Uhrwerk”, das den Takt des Taktgebers zahlt. Historische Pendeluhren
funktionierten bereits nach diesem Prinzip: Ein Pendel fuhrt als Taktgeber eine regelmali-
ge Schwingung aus, dessen Frequenz gut bekannt ist. Das mechanische Uhrwerk zahlt die
Pendelschlage und wandelt diese in eine Zeit um.

Bei der Entwicklung von Uhren wurden mit der Zeit immer schnellere ,,Pendel” verwendet,
da hohere Frequenzen eine genauere Zeitmessung ermodglichen. Am Anfang des letzten
Jahrhunderts wurden die ersten Quarzuhren entwickelt, deren Taktgeber ein schwingender
Quarzkristall ist. Mit Frequenzen von etwa 30.000 Hz konnten Quarzuhren deutlich genauer
als mechanische Uhren Zeiten messen. In der Mitte des 20. Jahrhunderts gab es einen wei-
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teren Entwicklungssprung bei der Zeitmessung mit dem Bau von Mikrowellen-Atomuhren.
Hier werden als Taktgeber atomare Mikrowellenschwingungen verwendet, die noch deut-
lich schneller schwingen. Eine Casium-Atomuhr ,tickt” etwa 9 Milliarden Mal pro Sekun-
de. Da diese Mikrowellenschwingung des Casium-Atoms gut reproduzierbar war, wurde im
Jahr 1967 die Zeiteinheit der Sekunde neu definiert:

"Die Sekunde ist das 9 192 631 770-fache der Periodendauer der dem Ubergang zwi-
schen den beiden Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustandes von Atomen des Nu-
klids Cs-133 entsprechenden Strahlung."

Casium-Atomuhren konnen heutzutage mit einer Genauigkeit von bis zu 10 "> Zeit messen
(Nist-1). Eine Uhr mit dieser Genauigkeit wurde in 20 Mio Jahren nur um eine Sekunde
falsch gehen.

Mikrowellen-Atomuhren — also Atomuhren, deren Schwingung im Mikrowellenbereich liegt
—und Quarzuhren haben elektronische Uhrwerke. Dabei werden die Schwingungen in elek-
trische Signale umgewandelt, die elektronisch gezahlt werden konnen. Mochte man aber
noch genauere Uhren bauen, deren Taktgeber mit einer optischen Frequenz von einigen
100 THz schwingt, bendtigt man eine neue Uhrwerktechnik. Das Zahlen dieser schnellen
Schwingungen ist mit elektronischen Uhrwerken nicht mehr moglich. Hier stofSt man auf
die gleichen technischen Schwierigkeiten wie beim Messen von optischen Frequenzen.

Mit der Frequenzkammtechnik als Uhrwerk ist es bereits gelungen, diese hochfrequent
arbeitenden Uhren zu verwirklichen: Sogenannte optische Atomuhren* konnen Zeiten mit
einer Genauigkeit von 107" messen — das ist etwa 1.000 Mal so genau wie die beste Mikro-
wellen-Atomuhr (Hinkley 2013).

1.2.2 Frequenzmessung und Streckenmessung

Im Jahr 1983 wurde der Meter Uber die Lichtgeschwindigkeit neu definiert. Danach ist ein
Meter:

,diejenige Strecke, die das Licht im Vakuum innerhalb des Zeitintervalls von 1/299
792 458 Sekunden durchlauft.”

Da durch diese Definition die Geschwindigkeit des Lichts exakt festgelegt ist, kann eine
Streckenmessung immer auf eine Laufzeitmessung von Licht zuruckgefuhrt werden.

Technisch geht man bei solch hochgenauen Streckenmessungen so vor, dass man uber eine
Frequenzmessung die Wellenlange eines Dauerstrichlasers® sehr genau bestimmt. Die Wel-
lenlange A kann durch die gemessene Frequenz f und die Lichtgeschwindigkeit ¢, bestimmt
werden: .
Ay

Nun werden interferometrisch die Wellenberge auf der zu messenden Strecke gezahlt und
durch die Anzahl und die Wellenlange die gesamte Streckenlange ermittelt. Fir eine grof3e
Genauigkeit verwendet man maoglichst hochfrequente bzw. kurzwellige optische Strahlung,
da man so eine genaue Streckeneinteilung erhalt. Auch hier findet die Frequenzkammtech-
nik Anwendung, mit der die Frequenz der verwendeten hochfrequenten optischen Strah-
lung sehr genau gemessen werden kann.

4Optische Atomuhren werden haufig auch als optische Uhren bezeichnet.
5 Ein Dauerstrichlaser ist ein Laser, der Licht von nur einer stabilen Frequenz erzeugt.
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1.2.3 Neue Messtechnik und die Weiterentwicklung der Physik

Das Herzstuck von Naturwissenschaften sind Experimente, die als Grundlage fur alle natur-
wissenschaftlichen Modelle und Theorien dienen. Je genauer man messen kann, desto tiefer
kann man mit Experimenten in das ,Uhrwerk” der Welt hineinsehen und diese Stick fir
Stuck besser verstehen. In der Geschichte der Physik war eine neue und bessere Messtech-
nik oft die Grundlage fur grofRe Entdeckungen. So konnte Galileo Galilei mit einem Fernrohr
die Jupitermonde entdecken, was schlieBlich zum heliozentrischen Weltbild und Newtons
Gravitationstheorie gefuhrt hat. Oder Fraunhofer hat durch die genaue Vermessung des
Sonnenlichts einen Grundstein fir die Atomphysik gelegt.

Mit der Frequenzkammtechnik wurde die Messtechnik in sehr vielen Bereichen revolutio-
niert und dadurch ein weites Feld von neuen Experimenten erschlossen. In den nachsten
Jahrzehnten wird sich zeigen, welche Erkenntnisse uber die Natur durch diese Technik neu
gewonnen werden konnen oder ob die bestehenden Theorien mit einer noch besseren Ge-
nauigkeit bestatigt werden konnen. In jedem Fall wird man dabei viel Gber die Welt lernen.
Bisher ist es jedenfalls gelungen, mithilfe von Frequenzkammen die groRen Theorien der
Physik, die Allgemeine Relativitatstheorie und die Quantenelektrodynamik, mit beispielloser
Genauigkeit zu Uberprufen.

Im Jahr 2018 konnte mithilfe von optischen Atomuhren, die auf der Frequenzkammtechnik
beruhen, die Allgemeine Relativitatstheorie mit einer Genauigkeit von 2,2-107 tberpruft
werden. Dabei wurde die gravitative Zeitdilatation der Allgemeinen Relativitatstheorie di-
rekt gemessen (Ashby 2018).

Um die Quantentheorie aufs Genaueste zu untersuchen, vermisst die Arbeitsgruppe von
T. Hansch, einem der Erfinder der Frequenzkammtechnik, derzeit eletronische Ubergénge
im Wasserstoffatom. Die Motivation dafur ist zunachst ein Test und ein tiefes Verstandnis
der Quantenelektrodynamik, mit der das Wasserstoffatom beschrieben wird. Mit diesen Ex-
perimenten konnen aber auch grundlegende Symmetrien der Natur (durch Spektroskopie
des Antiwasserstoffs) oder die zeitliche Varianz von Naturkonstanten getestet werden. Eine
solche Veranderung der Naturkonstanten wirde das heutige physikalische Weltbild auf den
Kopf stellen. In den gangigen Theorien ist eine solche Varianz nicht vorgesehen. Fur diese
hochst genaue Wasserstoffspektroskopie wird ebenfalls die Frequenzkammtechnik verwen-
det (Beyer 2017).
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Klassische Frequenzmessungen

Zahlende Zeitmessungen

Fast alle Zeitmessungen beruhen auf dem gleichen Prinzip: Man zahlt die Wiederholun-
gen eines Taktgebers, eines wohl definierten periodischen Vorgangs: Die astronomischen
Zeitmessungen durch periodische Bewegung von Himmelskorpern sind prinzipiell nichts
anderes als die Zeitmessung mit einer Pendeluhr, Quarzuhr oder Mikrowellen-Atomubhr. In
jedem Fall wird ein periodischer Vorgang verwendet, dessen Periodendauer (7) bzw. dessen
Frequenz (f = %) bekannt ist. Bei der Zeitmessung wird einfach gezahlt, wie oft sich dieser
Vorgang wiederholt. Wenn die Anzahl an Wiederholungen mit n bezeichnet wird, dann gilt
fur die gemessene Zeitt=n- T oder:

t= 7
Dabei kann n die Anzahl der gezahlten Umdrehungen der Erde sein, die Anzahl der gezahl-
ten Schwingungen eines Uhrpendels oder die Anzahl der gezahlten Mikrowellenschwingun-
gen, die den atomaren Ubergang der beiden Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustands
des Casiumatoms anregen.

Um noch genauere Zeitmessungen durchfuhren zu konnen, muss ein hochfrequenterer
Taktgeber verwendet werden als der Ubergang des Cisium-Atoms — beispielsweise optische
atomare Uberginge. Diese Frequenzen sind aber so hoch, dass sie nicht mehr elektronisch
gezahlt werden konnen und als Uhrwerke dieser optischen Atomuhren die Frequenzkamm-
technik verwendet wird.

Zéhlende Frequenzmessungen

Frequenzmessungen funktionieren prinzipiell genauso wie Zeitmessungen. Es werden ein-
fach die Wiederholungen eines periodischen Vorgangs gezahlt. Nur muss hier die Gesamt-
zeit t gemessen werden, die fur n Wiederholungen bendétigt wird. Die Frequenz kann dann
uber die gleiche Formel berechnet werden:

-

Misst man die Zeit ¢ durch einen bekannten periodischen Vorgang mit der Frequenz 1, er-
gibt sich fur die zu bestimmende Frequenz f:

f=o

n und n' sind die Wiederholungen des Vorgangs der zu messenden Frequenz und der be-
kannten Frequenz wahrend des gleichen Zeitintervalls.
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Abb. 3: Zwei Schwingungen unterschiedlicher Frequenz. Kennt man die Frequenz einer Schwingung, kann

durch Zahlen beider Schwingungen in einem bestimmten Intervall die Frequenz der zweiten Schwingung be-
stimmt werden.

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Frequenz der blauen Schwingung in Abb. 3 durch Abzahlen, wenn die
rote Schwingung eine Frequenz von f;,,= 350 Hz hat.

Losung: fye. =370 Hz

Um Frequenzen zu messen, muss man nur genau und schnell zahlen konnen. Aber genau
dies ist eine groBe Herausforderung bei optischen Frequenzen. Mit moderner Elektronik
kann man Frequenzen bis zu einigen GHz messen. Dabei ist das Prinzip der Frequenz-
messung immer das Gleiche: die Frequenzmessung durch Zahlen —auch wenn die speziel-
le Messtechnik vom Frequenzbereich abhangt. Bei optischen Frequenzen kommt aber die
elektronische Zahltechnik an ihre Grenzen. Zum Messen von Frequenzen im THz-Bereich
werden optische Frequenzkamme verwendet, die auf einem ganz anderen Prinzip beruhen
und in Kapitel 3 ausfuhrlich besprochen werden.

Frequenzmessung mithilfe von Schwebungen

Mit einem Trick kann man Frequenzen von Schwingungen messen, die deutlich uber dem
Messbereich des verwendeten Messgerats liegen. Man bendétigt dazu nur eine bekannte
Vergleichsschwingung, deren Frequenz moglichst ahnlich zu der zu messenden Frequenz
ist.

Vielleicht ist das Experiment aus dem Phy-
sikunterricht bekannt, bei dem zwei leicht
zueinander verstimmte Stimmgabeln ange-
schlagen werden und man dabei einen an-
und abschwellenden Ton wahrnimmt. Einige
Musiker stimmen auch ihre Gitarre mit mit-
hilfe desselben Effektes: Greift man auf der
ersten Saite (E) den fuinften Bund, sollte man Abb. 4: Zwei zueinander verstimmte Stimmgabeln
den Ton A. den Grundton der zweiten Saite erzeugen einen an- und abschwellenden Schwebe-
' . . . ton. Die Frequenz dieser Schwebung entspricht
erhalten. Nun verstellt man die zweite Saite

. - i i der Differenz der einzelnen Frequenzen. (Quelle:
so lange, bis beide Saiten den gleichen Ton Leifiphysik-1)
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wiedergeben. Je langsamer das An- und Abschwellen zu horen ist, desto naher liegen die
beiden Tone aneinander. Auf die gleiche Weise konnen schlief8lich alle Saiten der Gitarre
aufeinander abgestimmt werden.

Dieses An- und Abschwellen, das bei den verstimmten Stimmgabeln zu horen ist oder zum
Stimmen der Gitarre verwendet wird, nennt sich ,, Schwebung”. Dies ist ein Phanomen,
das bei Uberlagerung von zwei Schwingungen ahnlicher Frequenz entsteht. Sie treten aber
nicht nur, wie in unseren Beispielen, bei akustischen Schwingungen auf, sondern bei jeder
Art von Schwingung: bei mechanischen, optischen oder elektromagnetischen.

In Simulation 1 werden Schwebungen von akustischen Schwingungen veranschaulicht. Fir
die Simulation wurden akustische Frequenzen gewahlt, da diese sowohl graphisch darge-
stellt als auch als akustischer Ton wiedergegeben werden konnen.

Simulation 1

Schwebung

Starten Sie die Simulation: https://www.geogebra.org/m/pmhmnuur

2 Frecluenz Schwingung 1 Schwingung 2
t#mHz]-dUU '2:404 Hz
15 Ay=1 Ay =1
Ag, (inT) = 0'. ﬁz (inm) =1
1 [ 3 ®
Af(inHz)=4

1]
0Hz 150Hz  200Hz  250Hz 300Hz  350Hz 400Hz  450Hz  S00Hz  550Hz  600Hz  650Hz TOOHz  750Hz  800Hz  850Hz 900+

=

Zeit [ | sehwingung 1 L | &chwingung 2 LJ Uberlagerung

5 Play

-2

Abb. 5: Simulation zur Veranschaulichung von akustischen Schwebungen

Simulationsaufgaben

Probieren Sie aus:

1) Wie verandert sich die Schwebung, wenn sich die beiden Frequenzen, nicht aber der
Frequenzunterschied 4f verandert?

2) Wie verandert sich die Schwebung, wenn sich der Frequenzunterschied Af verandert?
3) Ermitteln Sie aus dem Diagramm die Periodendauer T der Schwebung, indem Sie die

Zeit zwischen zwei Schwebungsminima bestimmen und berechnen Sie daraus die Schwe-
bungsfrequenzfswwebung:% . Wie hangt diese mit dem Frequenzunterschied 4f zusammen?
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4) Was bewirkt die Phasenverschiebung 4¢; bzw. 4¢, bei den einzelnen Schwingungen?

5) Welchen Einfluss hat die Phasenverschiebung auf die Schwebung?

Die Schwebungsfrequenz £, ,.,.., ist die Frequenz, die das An- und Abschwellen des Signals
beschreibt. In der Simulation ist zu erkennen, dass die Schwebungsfrequenz £ ,.,.,.., 9l€ich
Frequenzunterschied der Schwingungen 4f'= | f,—f, | ist:

.fSchwebung = |ﬂ_ﬁ |

Bestimmt man die Schwebungsfrequenz aus Abb. 5, erhalt man: f, .o, = & = 4Hz. Dies
entspricht genau dem Frequenzunterschied Af.

2.3.1 Phase und Phasenverschiebung

Die Phase eines periodischen Vorgangs gibt an, in welcher Position sich dieser befindet. Bei
einer harmonischen Schwingung oder Welle ist die Phase das Argument der Sinus- bzw.
Kosinus-Funktion. Bei der Funktion sin(p) wird ¢ als Phase oder Phasenwinkel bezeichnet.
Beschreiben wir beispielsweise eine Schwingung mit der Funktion s(t) = 4 - sin(2zf" t), so ist
die Phase durch ¢ = 2zf- t gegeben.

Wird zur Phase ein zusatzlicher Phasenwinkel A4¢ addiert oder subtrahiert, wird dies als
Phasenverschiebung bezeichnet. Durch eine Phasenverschiebung kann eine Schwingung
zeitlich verschoben werden. Die Schwingung s'(t) = A - sin(2zf-t — Ap) ist gegenluber der
Schwingung s(t) = 4 - sin(2xf- t) ,zeitlich nach vorne” geschoben.® Sinus- bzw. Kosinus-Funk-
tion haben eine Periode von 2z. Dies bedeutet, dass sich die Funktion alle 2z wiederholt.
Eine Phasenverschiebung von 4¢ =2z fuhrt deswegen wieder zur urspringlichen Funktion.

Die Phasenverschiebung in Simulation 1 verschiebt jeweils die Schwingung zeitlich nach
vorne.” Hierdurch wird auch das Schwebungssignal zeitlich verschoben, da sich durch das
Verschieben einer Schwingung die beiden Schwingungen relativ zueinander verschieben.
Die Schwebungsfrequenz bleibt davon aber unberuhrt.

2.3.2 *Mathematische Beschreibung von Schwebungen

Um das Phanomen der Schwebung mathematisch zu verstehen, betrachten wir, wie in Abb.
6 dargestellt, zwei harmonische Schwingungen s, und s,. Diese konnen durch die Schwin-
gungsgleichungen

s,(t) = A - sin(2xf;- t) und s,(t) = A - sin(2zf,- t)
beschrieben werden. Dabei schwingt die erste Schwingung mit der Frequenz f; und die

zweite Schwingung mit der Frequenz f,. Beide Schwingungen haben die gleiche Amplitude
A.

¢ Die Schwingung s'(z) = A4 - sin(2zf- t — Ap) hat zum Zeitpunkt ¢ = 0 genau die Phase ¢ =—A¢p. Zum Zeitpunkt ¢= f—:;
hat sie die Phase ¢ = 0. Die Phasenverschiebung um —4¢ bewirkt also, dass die Schwingung s'(z) = 4 - sin(2zf- t -
Ap) der Schwingung s() = A - sin(2zf- t) um die Zeit 2AT<? voraus eilt.

7 In der Simulation ist Schwingung 1 durch s;(t) = 4; - sin(2zf;- t — Ap;) und Schwingung 2 durch s(¢) = 4, - sin(2zf5- t

—Ag,) definiert.
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Durch Addieren der beiden Schwingungen erhilt man die Uberlagerung der beiden Schwin-
gungen s(1):

s(t) =s,(t) +s,(t) = A - (sin(2xf,- t) + sin(2xf,- t))

Aus der Trigonometrie ist bekannt, dass sich die Summe von zwei Sinus-Funktionen als
Produkt von einer Sinus- und einer Kosinus-Funktion schreiben lassen kann:

sin(x) +sin(y) = 2 - Sin(x—;y) : cos(%)

Verwendet man diese Identitit, ergibt sich fiir die Uberlagerung der Schwingungen:

Amplitudenfaktor 4(?)

s(t)= 24 - cos(27rf1;—f2 . t) . sin(anl’;—fz . t)

~—— ~——

s T
Das Resultat der Uberlagerung s(z) ist eine Schwingung mit der Frequenz f; = fl’;—fzz

s(t) = A(t) - sin(2zf,- t)

deren Amplitude mit der Einhillenden A(z) der Frequenz £, moduliert ist:

A(t) = 24 - cos(2xf- t)

A
UUIAY

|y

vvt

]
—_—

-_—
-_—

~
SH

Abb. 6:

a) %wei harmonische Schwingungen s, und s, unterschiedlicher Frequenz f; und f; (rot und blau). )

b) Uberlagerung der Schwingungen s =s,+s, (grau) und Einhiillende der Schwebung (schwarz). Die Uberla-
gerung schwingt mit der Frequenz fz = fl;—fz Die Einhtillende die Frequenz f; = fi;—fz

¢ (Bronstein 2005) S. 82 oder (Wikipedia-1)
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Wie in Abb. 6 zu sehen ist, wiederholen sich die maximalen Auslenkungen der Uberlage-

rung zum Zeitpunkt z, und zum Zeitpunkt z,. Dies ist doppelt so schnell wie die Frequenz der
Einhullenden f;%. Deswegen definiert man die Schwebungsfrequenz als:

f_;chwebung = |f.;_J{Z |

Die Schwebungsfrequenz f;,,...., beschreibt die Geschwindigkeit des An- und Abschwel-
lens, das bei unseren Beispielen mit der Stimmgabel und dem Gitarrenstimmen be-
schrieben wurde. Da die Schwebungsfrequenz durch die Differenz der beiden Frequen-
zen f, und f, berechnet wird, ist sie kleiner, je naher die beiden Frequenzen aneinander
liegen. Genau dies ist auch beim Gitarrenstimmen oder in Simulation 1 zu beobachten.

2.3.3 Messung von hochfrequenten Schwingungen mithilfe von
Schwebungen

Wie in Abschnitt 1.1 Frequenzkamme und Frequenzmessung angesprochen, konnen opti-
sche Frequenzen nicht mehr direkt gezahlt werden, da Schwingungen mit einigen 100 THz
fur elektronische Messtechnik viel zu schnell sind. Um diese zu ,,zdhlen”, nutzt man den
Effekt der Schwebung: Man uberlagert die zu messende Schwingung mit der Frequenz f,
mit einer bekannten Schwingung, die eine moglichst ahnliche Frequenz f, hat. Die Schwe-
bungsfrequenz ergibt sich, wie oben besprochen, aus der Differenz der beiden Frequenzen.
Liegen die beiden optischen Frequenzen nur wenige GHz auseinander, so entsteht eine
Schwebung, deren Frequenz im GHz- bzw. Mikrowellen Bereich liegt. Schwebungsfrequen-
zen in dieser GroBenordnung konnen mit modernen Hochgeschwindigkeitsfotodioden auf-
gelost und elektronisch gezahlt werden.

Mit der gemessenen Schwebungsfrequenz f; ..., kann man nun die unbekannte Frequenz
f, berechnen:

.fl =ﬁ i f.;chwebung

Das Vorzeichen ist entsprechend zu wahlen: ein Plus, falls die zu messende Fre-
quenz f, groBer als die bekannte Frequenz f, ist — ein Minus, falls sie kleiner ist.

2.3.4 Harmonische Frequenzketten

Mithilfe von Schwebungen ist es moglich optische Frequenzen direkt zu messen. Die tech-
nische Herausforderung dabei ist aber, eine bekannte Frequenz f, zu erzeugen, die nahe
an der zu messenden Frequenz liegt. Bis in die 1990er Jahre hat man hierflir harmonische
Frequenzketten verwendet, die experimentell sehr aufwandig waren.

In Abb. 7 ist eine harmonische Frequenzkette dargestellt, so wie sie in der Physikalisch-
Technischen Bundesanstalt (PTB) in Braunschweig gemeinsam mit dem Max-Planck-Ins-
titut fur Quantenoptik in Garching verwirklicht wurde.
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Garching - Braunschweig
Laser shultle

CH, stabilisierter HeNe Laser
88 376,183 GHz

PLL @ 100 MHz

CO; Laser R{32)
29477,185GHz |

Rickwertswellen Generator
386,524 GHz

Gunn Oszillator
22,732 GHz

CH, stabilisierter HeMe Laser }_
88 376,183 GHz

PLL @ 80 MHz

| Leistungsstarker HaMe Laser
| 88 376,103 GHz

PLL @ 20 MHz

NaCl:OH" Farbzentren Laser |
176 752,236 GHz
¥2

Dioden Laser
353 504,402 GHz

4 Interval Teilerstufen
zur Bestimmung der
Differenzirequenz von
1058.684 GHz

Dioden Laser
352445718 GHz
w2

PLL @ 50 MHz

) %225
Quarz Oszillator
= 616 515,363 Gtz
Abb. 7: Harmonische Frequenz- i T T

100 MHz

kette, um den Wasserstoff 1s-2s
Ubergang zu vermessen. Diese
Frequenzkette wurde 1997 vom
PTB in Braunschweig und dem
MPQ in Garching betrieben.
(Quelle: Udem 2002B).

Zwei Phatonen Ubergang

Wasserstoff 1s-25 Resonanz
2 466 081,412 GHz

Céisium Atomuhr
9192631 770 Hz

Harmonische Frequenzkette der PTB Harmenische Frequenzkette am MPQ
in Braunschweig in Garching

Dabei wird ausgehend von einer auf eine Casium-Atomuhr synchronisierten Schwingung
(links) Schritt fir Schritt die Frequenz vervielfacht. Dies erreicht man, indem man in jedem
Schritt eine hochfrequentere Schwingung auf die niederfrequentere phasenstabilisiert. Je-
der Schritt benoétigt eine andere Technik und entspricht dem experimentellen Aufwand von
einer Doktorarbeit.

Auf diese Weise kann sehr genau eine bestimmte optische Frequenz erzeugt werden, um
mithilfe von Schwebungen eine unbekannte Frequenz sehr genau zu vermessen.

Mit Frequenzketten war es vor der Entwicklung der Frequenzkammtechnik zwar maglich,
optische Frequenzen sehr genau zu vermessen — aber mit einem extrem hohen experimen-
tellen Aufwand. Ein weiterer groBer Nachteil von Frequenzketten war, dass sie nur fur ein
spezielles Experiment verwendet werden konnten. Fur die Messung einer anderen Frequenz
war eine neue Frequenzkette notig.
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Optische Frequenzkamme

Frequenzkamme bestehen aus sehr vielen festen Referenzfrequenzen, die wie die Skala
eines Lineals angeordnet sind. Jede dieser Frequenzen kann im Experiment verwendet wer-
den, um beispielsweise mittels Schwebung eine unbekannte Frequenz genau zu vermessen.
Diese Tatsache macht den Frequenzkamm zu einem vielseitig einsetzbaren Messgerat. Die
Entwicklung dieser Technik war ein Meilenstein der Messtechnik.

In Abb. 8 ist ein Frequenzkamm

schematisch dargestellt. Der Af
Kamm besteht aus sehr vie- 5
len regelmallig angeordneten
,Kammzahne”. Der Abstand
zwischen zwei benachbarten
Zahnen ist immer gleich und
wird als Wiederholungsfre- Frequenz
quenz f, bezeichnet. Kennt man

eine beliebige Frequenz f, des  app. g: Schematische Darstellung eines Frequenzkamms. Die Zsh-
Kamms sowie die Wiederho- ne eines Frequenzkamms haben alle exakt den gleichen Abstand,

lungsfrequenz £, so kann man die Wiederholungsfrequenz f,. Die Breite des Frequenzkamms wird
r mit Af bezeichnet.

durch Abzahlen die Frequenz
jedes anderen Kammzahns be-
stimmen.

Optische Frequenzkamme konnen durch Femtosekundenlaser verwirklicht werden. Dies
sind Laser, die Lichtpulse mit einer Pulsdauer von einigen Femtosekunden erzeugen. In
diesem Abschnitt werden die grundlegenden Zusammenhange zwischen Laserpulsen und
Frequenzkammen mithilfe verschiedener Simulationen erarbeitet und veranschaulicht.

Abschnitt 3.1 beschaftigt sich zuerst mit der Beschreibung von stehenden Wellen, die sich
im Resonator des Lasers ausbilden. Diese stehenden Wellen werden ublicherweise als Mo-
den bezeichnet. Danach werden Uberlagerungen der Moden des Resonators betrachtet.
Dabei wird der prinzipielle Zusammenhang zwischen Laserpulsen und Frequenzkammen
veranschaulicht.

In Abschnitt 3.2 wird auf die experimentellen Herausforderungen eingegangen, die
bewaltigt werden mussten, um Frequenzkamme als optische Frequenzmessgera-
te verwenden zu konnen. Im Zentrum steht hierbei die Methode der Selbstreferenz,
die es erlaubt, die Frequenzen eines realen Frequenzkamms sehr genau zu bestimmen.

Femtosekundenlaser

Die Idee der Verwendung von modengekoppelten Lasern zur Erzeugung von optischen Fre-
quenzkammen gab es schon in den 1970er Jahren (Eckstein 1978). Doch erst in den 1990er
Jahren war es auf diese Weise experimentell moglich, optische Frequenzkamme zu erzeugen.

Dieser Abschnitt befasst sich hauptsachlich mit den Wellenphanomenen des Lasers. Die
quantenmechanischen Prozesse, die fur die Lichterzeugung bzw. Lichtverstarkung im Re-
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sonator zustandig sind, werden hier nicht diskutiert.? Sie sind fur das Verstandnis, wie Fre-
quenzkamme und Laserpulse zusammenhangen, wenig relevant.

3.1.1 Stehende Wellen im Resonator des Lasers

Der Resonator eines Lasers besteht aus zwei parallelen Spiegeln, zwischen denen Licht hin-
und herreflektiert wird. Durch die Uberlagerung der hin- und herlaufenden Lichtwellen ent-
stehen im Resonator stehende Wellen. Diese Wellen kann man sich ahnlich wie die Schwin-
gung einer Gitarrensaite vorstellen. Das Entstehen der stehenden Wellen im Resonator wird
in Simulation 2 veranschaulicht.

Simulation 2

Stehende Wellen
Starten Sie die Simulation: https://www.geogebra.org/m/jug2qwvm

Q

Stehende Welle

Animation Anzeige

Nach rechts laufende Welle
Start

E Mach links laufende Welle

E Uberlagerung

// v AN

| Resonator

Abb. 9: Simulation zur Veranschaulichung von stehenden Wellen

Simulationsaufgaben

1) Machen Sie sich mit der Entstehung einer stehenden Welle vertraut:

Die Uberlagerung (grau) ist fiir jeden x-Wert immer die Summe der nach rechts laufenden
Welle (blau) und der nach links laufenden Welle (rot). Hierzu sind an einer Stelle exempla-
risch drei Punkte auf den drei Wellen markiert. Der y-Wert des grauen Punkts ergibt sich
immer aus der Summe der y-Werte des blauen und des roten Punkts.

?Einen verstandlichen Einblick in die quantenmechanischen Prozesse eines Gaslasers findet man beispielsweise

in dem Schulbuch (Metzler 2007) auf Seite 442.
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2) Stehende Wellen im Resonator:

1) Aktivieren Sie das Kontrollkastchen , Resonator”. Nun werden stehende Wellen eines
Resonators dargestellt.
Die gegenlaufigen Wellen in rot und blau entstehen durch Reflexion an den Resona-
torwanden (Spiegeln). Wird eine Welle reflektiert, vollzieht sie einen Phasensprung
von d¢ = . Auf diese Weise entsteht an der Resonatorwand immer ein Knoten, wie am
Ende einer schwingenden Saite.

2) Mit den Schiebereglern konnen Resonatorlange und Mode verandert werden.

Die stehenden Wellen im Resonator erfullen die Umlaufbedingung:

21
A=—
n
wobei I die Resonatorlange und n eine ganze Zahl groRer 0 ist. Die verschiedenen stehenden
Wellen werden als Moden bezeichnet und mit der Zahl n durchnummeriert.

Aufgabe 2

Umlaufbedingung

a) Begrunden Sie, warum nur Wellen, deren Wellenlange A die Umlaufbedingung

2l
A==

n

erfullt, im Resonator eine stehende Welle ausbilden kann.

b) Zwischen Wellenlange A und Frequenz f'und Lichtgeschwindigkeit ¢ besteht der Zusam-

menhang: A = % Zeigen Sie, dass die Umlaufbedingung auch als

nc

I=73r

dargestellt werden kann.

3.1.2 *Mathematische Beschreibung von stehenden Wellen

Um stehende Wellen mathematisch zu betrachten, geht man ahnlich wie bei der Beschrei-
bung von Schwebungen im Abschnitt 2.3.1 vor: Man uberlagert zwei Wellen, indem man
ihre Funktionsterme addiert.

Der prinzipielle Unterschied zur Schwebung ist, dass hier Wellen und keine Schwingungen
betrachtet werden. Eine Schwingung wird durch eine Funktion, die nur von der Zeit ab-
hangt, beschrieben. Der Ort ist dabei fest oder nicht relevant. Eine Welle ist im Gegensatz
dazu eine sich im Raum ausbreitende Schwingung und wird durch eine Funktion, die so-
wohl von der Zeit als auch vom Ort abhangt, beschrieben.
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Das Trommelfell beispielsweise fuhrt im Ohr eine Schwingung aus und lasst uns auf diese
Weise Tone wahrnehmen. Die Tone selbst gelangen durch Schallwellen, die sich in der Luft
ausbreiten, vom Musikinstrument zum Trommelfell. Ein anderes Beispiel ist ein schwingen-
des Atom, das eine Lichtwelle aussendet oder von dieser zum Schwingen angeregt wird.

An dieser Stelle betrachten wir, ahnlich wie im Abschnitt der Schwebungen, harmonische
Wellen. Dies sind Wellen, die durch eine Sinus- oder Kosinus-Funktion dargestellt werden.
Eine harmonische Welle mit Amplitude 4, die sich in x-Richtung ausbreitet, kann durch die
folgende Funktionsgleichung beschrieben werden:

=A-sin[?E - x-21f-
w(x,t) = A sm( . x=2rf t)
Hierbei ist fdie Frequenz, wie wir sie von einer Schwingung kennen; A die Wellenlange, also

der raumliche Abstand zwischen zwei Wellenbergen. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit v
der Welle ist durch die Frequenz und die Wellenlange bestimmt:

v=A-f

Im Resonator des Lasers uberlagern sich immer zwei gegenlaufige Wellen, die die gleiche
Frequenz f, die gleiche Wellenlange A und die gleiche Amplitude 4 haben.

Geschwindigkeit v

WelleRlange 4 X

Abb. 10: Eine Welle ist eine sich im Raum ausbreitende Schwingung. Diese
bewegt sich mit der Geschwindigkeitv durch den Raum. Die Wellenlange A gibt
den Abstand zwischen zwei benachbarten Wellenbergen oder Wellentélern an.
An einem festen Ort schwingt die Welle mit der Frequenz f.

Die nach rechts laufende Welle kann durch die Funktion:
w,(x,t)=A- sin(ZT"~ x=2zf- t)

dargestellt werden, und die nach links laufende Welle durch die Funktion:
w(x,t)=4- sin(zT”- x+2nf- t)

Die stehende Welle w, ergibt sich nun aus der Uberlagerung der beiden Wellen. Hierzu ad-
diert man die Funktionen w, und w;:

w,(x,t) = w,(x,t) + w/(xt) = 4- sin(zT”- x=2zf- t) + A sin(zA—”- x+2xf- t)
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Der letzte Ausdruck kann, ahnlich wie bei einer Schwebung, durch eine trigonometrische
Beziehung':

sin(x + y) + sin(x — y) = 2 sin(x) cos(y)

umgeformt werden und man erhilt fiir die Uberlagerung:

Amplitudenfaktor Schwingung
- . sin[ %~ : :
w(x,t) = 24 sm( . x) cos(27rf t)
Das Ergebnis ist kann in zwei Teile zerlegt werden:
w,(x,t) = A(x)-s(t)
Der zweite Teil, s(t) = cos(2z f-t), ist eine gewohnliche harmonische Schwingung mit der
Frequenz f. Der erste Teil, A(x) =2A-sin(2A—”-x), ist ein ortsabhangiger Amplitudenfaktor. Die-
ser gibt an, wie grof8 die maximale Auslenkung der Schwingung an jedem Ort ist. Somit
schwingt bei der stehenden Welle jeder Ort mit der gleichen Frequenz. Nur die Amplitude
dieser Schwingung ist vom Ort abhangig. An den Orten, an denen der Amplitudenfaktor

null wird, schwingt die stehende Welle nicht. Diese werden als Knotenpunkte bezeichnet. In
Simulation 2 ist dies anschaulich zu beobachten.

Aufgabe 3

a) Zeigen Sie, dass die hier verwendete trigonometrische Beziehung:
sin(x + y) + sin(x — y) = 2 sin(x) cos(y)

aus den Additionstheoremen der Sinusfunktion™:
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(y) sin(x)

hergeleitet werden kann.

b) Zeigen Sie weiter, dass die im Abschnitt 2.3.1 verwendete trigonometrische Beziehung:
sin(x) + sin(y) = 2 - sin(xzﬂ) . cos(%)

mit der in Teilaufgabe a) hergeleiteten Beziehung identisch ist.

Tipp: Fuhren Sie eine passende Variablensubstitution durch.

9zur Herleitung dieser Beziehung s. Aufgabe 3

" (Bronstein 2005) S. 80 oder (Wikipedia-2)




Forschung in die Schule! « Festkorperphysik

3.1.3 Dauerstrich-Laser und gepulste Laser

Damit sich Uberhaupt stehende Wellen im Resonator ausbilden konnen, muss das Laser-
medium Licht in der Wellenlange einer Mode des Resonators erzeugen und verstarken. Bei
Dauerstrich-Lasern wird meist durch einen atomaren Ubergang Licht einer sehr schmalen
spektralen Bandbreite erzeugt. Nur die Moden, die im Frequenzbereich des Ubergangs lie-
gen, konnen angeregt werden. Dauerstrich-Laser bilden deswegen nur sehr wenige Moden,
oft sogar nur eine einzige Mode, aus.

Laser mit breitbrandigen Lasermedien konnen Licht einer deutlich groBeren Bandbreite er-
zeugen und verstarken. Abhangig von der spektralen Bandbreite des Lasermediums und der
Resonatorlange konnen einige tausend Moden gleichzeitig angeregt werden.

Aufgabe 4

Modenanzahl eines Helium-Neon-Lasers und
eines Titan-Saphir-Lasers im Vergleich

a) Ein HeNe-Laser erzeugt Licht der Wellenlange 632,816 nm. Die Bandbreite des Lichts be-
tragt etwa 0,002 nm, der Resonator ist 20 cm lang.

Bestimmen Sie, welche Mode im Resonator von der zentralen Wellenlange angeregt wird
und wie viele Moden bei der gegebenen Bandbreite angeregt werden.

b) Ein Titan-Saphir-Laser erzeugt Licht von etwa 670 nm bis etwa 1070 nm.
Ermitteln Sie die Anzahl der angeregten Moden, wenn die Resonatorlange ebenfalls 20 cm

betragt.

Losung: a) n=632.095 - 2 Moden werden angeregt. b) 223.182 Moden werden angeregt.
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3.1.4 Entstehung von Laserpulsen

Wenn viele Moden innerhalb des Resonators gleichzeitig schwingen, uberlagern sich die
stehenden Wellen der einzelnen Moden zu einer sehr komplexen ,stehenden Welle”. Unter
bestimmten Bedingungen entstehen dabei Pulse, die zwischen den Spiegeln hin- und her-

laufen. In Simulation 3 konnen die Vorgange im Resonator, insbesondere das Entstehen der
Pulse, anschaulich nachvollzogen werden.

Simulation 3

Modengekoppelter Resonator

Starten Sie die Simulation: https://www.geogebra.org/m/xesgynse

Modengekoppelter Resonator

Animation | Start Anzeige Modeneinstellungen
" lwrr\fin =4
Resonatorlange /] Einzeine Moden .- s
“‘@ . D Uberlagerung r'!&?“ 3
ZJ Auskopplung @ Fregenzdarstellung [J] Modenkopplung

Resonator

Ox f\

-I‘\ .
Amplitude
Frequenzdarstellung

]
¢ tl %
4 f7
- - | Freguenz .

Abb. 11: Simulation zur Veranschaulichung der Entstehung von Laserpulsen

Simulationsaufgaben

1. Betrachten Sie die einzelnen Moden sowie ihre Uberlagerung.

Versuchen Sie die Entstehung des im Resonator hin- und herlaufenden Pulses nachzuvoll-
ziehen. Variieren Sie auch die aktiven Moden. Hierzu verandern Sie n_min und n_max und
klicken dann auf Ok.

2. Beobachten Sie, welchen Einfluss die Modenkopplung auf die einzelnen Moden sowie
auf die Uberlagerung der Moden hat. Schalten Sie hierzu die Modenkopplung aus und kli-
cken Sie dann auf Ok.

Aktivieren Sie fur die nachsten Aufgaben wieder die Modenkopplung und klicken Sie dann
auf Ok.
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3. Schalten Sie die Auskopplung der Lichtwellen aus dem Resonator ein. Beobachten Sie,
wie ein Teil der nach rechts laufenden Lichtwellen den Resonator verlasst. Bei einem echten
Laser werden die Lichtwellen im Resonator durch einen Spiegel mit einer sehr geringen
Transmission (Durchlassigkeit) ausgekoppelt, sodass ein sehr geringer Teil des Lichts den
Resonator als , Laserstrahl” verlasst.

4. Wenn man die Resonatorlange verandert, wird die Schwingung im Resonator schneller
(kleiner Resonator) bzw. langsamer (grofBer Resonator). Was verandert sich dabei: die Ge-
schwindigkeit der Wellen oder ihre Frequenz?

5. Aktivieren Sie die Frequenzdarstellung und uberprifen Sie |hre Antwort auf die letzte
Frage. Jede Welle im Resonator ist hier durch eine Linie der gleichen Farbe dargestellt. Die
Linien sind nach rechts entsprechend der Frequenz der Welle eingezeichnet, die Lange der
Linie entspricht der Amplitude der Welle.

6. Die Pulswiederholungsfrequenz 1 ist die Frequenz, mit der sich der ausgekoppelte Puls
wiederholt. Bezeichnen wir den zeitlichen Abstand zwischen zwei Pulsen mit z, dann ist die

Pulswiederholungsfrequenz durchf,=i gegeben.

T
Probieren Sie aus: Wie wirkt sich die Resonatorlange auf /. aus? Wie wirkt sich die Moden-
auswahl (n,,, und n,, ) auf f aus?

Vermuten Sie: Wo konnte £ in der Frequenzdarstellung zu finden sein?

7. Verandern Sie die Amplituden der einzelnen Moden, indem Sie die Hohe der Linien in
der Frequenzdarstellung verschieben. Versuchen Sie dabei einen moglichst klaren, rausch-
armen Puls zu erzeugen, sodass die Schwingungen zwischen den Pulsen moglichst ver-
schwinden. Verwenden Sie dazu moglichst viele Moden. Wie sieht ein klarer Puls in der
Frequenzdarstellung aus?

Die Antworten auf die Simulationsaufgaben werden im nachsten Textabschnitt besprochen.

Es ist auf den ersten Blick verwunderlich, dass aus der Uberlagerung von vielen stehenden
Wellen im Resonator einzelne Pulse entstehen konnen. Wenn die Amplituden der einzelnen
Wellen passend gewahlt werden, ist es sogar moglich, dass die Schwingungen zwischen den
Pulsensich gegenseitigganzausloschen und klare eindeutige Pulse hintereinander entstehen.

Modenkopplung

Ein Puls entsteht aber nur, wenn die einzelnen Schwingungsmoden eine feste Phasenbezie-
hung untereinander haben. Dies bezeichnet man als Modenkopplung. Das bedeutet, dass zu
einem bestimmten Zeitpunkt alle Moden ,,im Gleichschritt” schwingen, bevor sie wieder mit
unterschiedlichen Frequenzen auseinander laufen. Dieser ,Gleichschritt” wiederholt sich
immer nach der Zeit r, dem zeitlichen Abstand zwischen zwei Pulsen.

Mathematisch bedeutet die Modenkopplung, dass zu einem bestimmten Zeitpunkt alle Mo-
den die gleiche Phase haben. Die Schwingungen' der Moden im Resonator konnen durch

"2Hierbei wird nur der Schwingungsteil der stehenden Welle betrachtet. Der Amplitudenfaktor, der die raum-
liche Form der stehenden Welle beschreibt, wird durch eine Phasenverschiebung nicht beeintrachtigt und wird

an dieser Stelle nicht betrachtet.
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die Funktion
s,(t)=A, - cos(2z f,- t —Ap,)

beschrieben werden. Dabei gibt 49, die Phasenverschiebung an und der Index n bezeichnet
die einzelnen Moden. Sind die Moden gekoppelt, so haben alle Moden die gleiche Phasen-
verschiebung von 4¢,. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist genau —4¢, die Phase jeder einzelnen Mode.
Dies wurde weiter oben als ,,Gleichschritt” bezeichnet.

Liegt hingegen keine Modenkopplung vor und schwingen alle Moden unabhangig vonein-
ander, hat jede Mode eine zufallige, andere Phasenverschiebung. Dies fuhrt zu einer chao-
tisch aussehenden Gesamtschwingung.

Zeitlicher Pulsabstand 7 und Wiederholungsfrequenz f

In der Zeit t schwingt die erste Mode genau einmal, die zweite Mode genau zweimal, die
dritte Mode genau dreimal, und die n-te Mode genau n-mal. Deswegen treffen sich nach der
Zeit 7 alle Moden wieder in ihrer urspriinglichen Position und so wiederholt sich das Uber-
lagerungssignal immer nach der Zeit 7.

Die Wiederholungsfrequenz (oder Repetitionsfrequenz) ist die Frequenz, mit der sich der
Puls wiederholt und ist durch f,=% definiert.

Schwingen alle Moden unabhingig voneinander, wiederholt sich das Uberlagerungssignal
zwar immer noch in der Zeit 7, aber die Pulsform verschwindet und es entsteht ein periodi-
sches, aber chaotisches Uberlagerungssignal.

Resonatorlange und Pulswiederholungsfrequenz

Die Zeit r zwischen zwei Pulsen hangt mit der Resonatorlange zusammen. Jedes Mal, wenn
der Puls im Resonator hin- und hergelaufen ist, wird ein Anteil dieses Pulses ausgekoppelt.
Dabei entstehen die einzelnen Pulse des Lasers. Je kleiner der Resonator ist, desto weniger
Zeit benotigt der Puls fur diese Strecke, da die absolute Geschwindigkeit des Pulses unab-
hangig von der Resonatorlange ist.

Pulswiederholungsfrequenz und Modenabstand

Betrachten wir die Pulswiederholungsfrequenz f ganz genau, konnen wir sehen, dass zwei
benachbarte Moden genau den Abstand /. aufweisen: Wahrend der Zeit 7 schwingt die erste
Mode genau einmal, also ist f1=% =f. Die zweite Mode schwingt in der Zeit T genau zwei-
mal, also f2=% =2-f.Somit ist der Abstand zwischen diesen beiden Moden f,—f,=2- f—f.=

/.. Dies gilt fur alle aufeinanderfolgenden Moden.

Aufgabe 5

Zeigen Sie, dass fiur alle benachbarten Moden » und m der Modenabstand die Wiederho-
lungsfrequenz ist, also:

S Ja=
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Da alle Moden eines Laserpulses den gleichen Abstand, namlich die Repetitionsfrequenzf,,
haben, entsteht eine Art ,,Kamm”, wenn der Laserpuls im , Frequenzraum” dargestellt wird.
Jede Mode wird durch einen ,Kammzahn” dargestellt, der zu den benachbarten ,,Kamm-
zahnen” genau den Abstand £, hat. In Abb. 8 ist ein solcher Kamm schematisch dargestellt.

3.1.5 Reale Resonatoren

Im letzten Abschnitt wurde das Prinzip der Pulsentstehung im Resonator des Lasers veran-
schaulicht. Dabei wurden gegenuber realen Resonatoren verschiedene Effekte vernachlas-
sigt. Andieser Stelle werden die wichtigsten Unterschiede zu realen Resonatoren besprochen.

Dispersion

Dispersion bedeutet, dass sich die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle innerhalb eines
Mediums abhangig von der Frequenz verandert. Genauer ausgedruckt verandert die Disper-
sion den Zusammenhang zwischen Frequenz und Wellenlange. Dieser ist normalerweise
im Vakuum durch f=% gegeben, wobei ¢, die Lichtgeschwindigkeit ist. In einem Medium
ist dieser feste Zusammenhang im Allgemeinen nicht mehr gegeben. Die Ausbreitungsge-

schwindigkeit von Licht in einem Medium ist von der Frequenz des Lichts abhangig.

Aus dem Alltag oder dem Physikunterricht ist das Phanomen der Dispersion gut be-
kannt, das sich beispielsweise bei der Brechung von Licht' zeigt, wenn bei einem Glas-
prisma die Lichtstrahlen verschiedener Frequenzen unterschiedlich aufgespalten werden.

Kerr-Effekt

Bei sehr hohen Lichtintensitaten kann die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Medium neben
der Frequenz auch noch von der Intensitat des Lichts abhangen. Wenn starke elektromag-
netische Felder der Welle die Elektronenwolken der Atome im Festkorper verzerren, kann
dies ebenfalls die Ausbreitungsgeschwindigkeit verandern. Dieser sogenannte Kerr-Effekt
findet auch im Resonator eines Festkorperlasers durch das Lasermedium statt. Dies fuhrt
zusammen mit der Dispersion zu Phasenverschiebungen, die Einfluss auf den Frequenz-
kamm und die Pulsfolge haben.

Modenkopplung durch den Kerr-Effekt

Bei kontinuierlichen Lasern schwingen die einzelnen Moden im Resonator unabhangig von-
einander. Hierdurch entsteht ein kontinuierlicher Laserstrahl. Wie in Aufgabe 2 der Simula-
tion 3 zu sehen ist, ist fur die Pulserzeugung eine Modenkopplung notig.

In Titan-Saphir-Lasern kann durch den Kerr-Effekt eine Modenkopplung erzeugt werden.
Der Kerr-Effekt in einem Titan-Saphir-Kristall des Resonators fuhrt dazu, dass die Moden
eines sehr starken Pulses ,zusammengehalten” werden. Wirde eine Mode dieses Pulses
»davonlaufen”, so wiirde die Ausbreitungsgeschwindigkeit dieser Mode so ,,gebremst” wer-
den, dass sie wieder zum Puls ,zurtcklauft”. Hierdurch werden alle Moden am Puls ,,zu-
sammengehalten”. Dies fuhrt zu einer Modenkopplung und zur Entstehung der Laserpulse.
Solche Pulse werden als Solitonen bezeichnet.

3 Der Brechungsindex hangt mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht zusammen. Das Phanomen der
Brechung kann auch durch eine vom Medium abhangige Ausbreitungsgeschwindigkeit und der Annahme, dass

Licht immer den zeitlich kirzesten Weg nimmt, erklart werden.
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Einhullende — die Amplitudenverteilung der Moden

In einem realen Resonator haben verschiedene Moden unterschiedliche Amplituden, da das
Licht im Resonator abhangig von seiner Frequenz verstarkt wird. Meist kann die Einhullen-
de, das ist die Amplitudenverteilung der Moden im Frequenzraum, durch eine Gaul3sche
Normalverteilung angenahert werden.

Wie wir in der Simulationsaufgabe 7 der Simulation 3 gesehen haben, entsteht ein moglichst
klarer Pulszug ohne Rauschen zwischen den Pulsen, wenn die Moden der mittleren Frequen-
zen starker ausgepragt sind als die im Randbereich. Es kann mathematisch gezeigt werden,
dass dies durch eine Einhlllende in der Form einer GauBschen Normalverteilung der Fall ist.

3.1.6 Verwendung realer Laserpulse als Frequenzkamm

Im letzten Abschnitt wurden unterschiedliche Effekte erlautert, die dazu fuhren, dass reale
Laser keine idealen Resonatoren wie in Simulation 3 sind. Dadurch stellte sich lange Zeit
die Frage, ob die durch Laserpulse erzeugten Frequenzkamme uberhaupt zur Messung von
optischen Frequenzen verwendet werden konnen. Fur die experimentelle Verwirklichung
der Frequenzkammtechnik mussten verschiedene Herausforderungen bewaltigt werden:

« Die grofRte Herausforderung bei der Nutzung realer Laserpulse als Frequenzkamme
war, die Frequenz der einzelnen Moden genau zu bestimmen. Im realen Resonator ent-
steht (u. a. durch Dispersion und Kerr-Effekt des Resonatormediums) eine Frequenz-
veranderung der Moden. Diese werden dabei um eine Offsetfrequenz f, verschoben:

Jo=n- it fo

Um die Frequenzen der Moden f, eines realen Lasers zu bestimmen, wird sowohl die
Wiederholungsfrequenz f, als auch die Offsetfrequenz f, benotigt. Hierbei hat sich die
Bestimmung letzterer lange Zeit als grofRe Schwierigkeit erwiesen. Die Frequenzen der
Moden konnen aber, ohne die Offsetfrequenz zu kennen, nicht ermittelt werden. Somit
ware der Frequenzkamm unbrauchbar. Mit dem Trick der Selbstreferenz gelang es den
Arbeitsgruppen von T. Hansch und von J. Hall Ende der 1990er Jahre dieses Problem zu
losen. Mit dieser Methode gelang es ihnen, die Frequenzen von Frequenzkammen so
genau zu bestimmen, dass Prazisionsmessungen optischer Frequenzen maoglich wur-
den (Udem 2002A Hall 2001).

« Eine weitere groBe Frage war, ob die Repetitionsfrequenz f, bei einem realen Laserpuls
genauso konstant ist, wie es die Theorie vorhersagt, und ob deswegen mit Laserpulsen

ausreichend genaue Frequenzkamme erzeugt werden kdonnen.

In den nachsten Abschnitten werden die Losungen dieser Herausforderungen ausfuhrlich
besprochen.

Frequenzkamme und Laserpulse

Um optische Frequenzkamme zur genauen Messung von optischen Frequenzen zu verwen-
den, mussen die Frequenzen der Zahne des Kamms sehr genau bekannt sein. Wie im letzten
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Abschnitt besprochen wurde, ist es moglich, einen gepulsten Laser als Frequenzkammge-
nerator zu verwenden. Bei realen Lasern sind die Prozesse im Resonator aber komplizier-
ter, sodass nicht ohne weiteres von der Resonatorlange auf die Frequenzen der einzelnen
Kammzahne geschlossen werden kann, wie man nach Simulation 3 annehmen konnte.

Es konnen aber die Pulszuge des erzeugten Laserstrahls vermessen werden und aus der
Form der einzelnen Pulse und des Pulsabstands kann auf die Kammstruktur zurickge-
schlossen werden.

In diesem Abschnitt wird die Wechselbeziehung zwischen der Form eines Frequenzkamms
und des daraus resultierenden Pulszuges behandelt. Mathematisch wird diese Beziehung
in der Literatur mit Fourier-Transformationen bzw. Fourier-Reihen beschrieben. Aus dieser
mathematischen Beschreibung konnen wichtige Zusammenhange hergeleitet werden, die
Grundlage fur das Verstandnis von Frequenzkammen und der experimentellen Umsetzung
ist.

An dieser Stelle mochten wir aber nicht tief in die Mathematik einsteigen und Fourier-Rei-
hen behandeln. Wir versuchen anhand anschaulicher Simulationen ein Verstandnis fur die-
se Zusammenhadnge zu entwickeln.

Zentrale Rolle in diesem Abschnitt spielt Simulation 4, die die Wechselbeziehung zwischen
Frequenzkamm und Pulszug veranschaulicht. Alle Simulationsaufgaben der folgenden Ab-
schnitte beziehen sich auf diese Simulation.

Simulation 4

Frequenzkamm

Starten Sie fur die Simulationsaufgaben die Simulation:
https://www.geogebra.org/m/uefwxwak

Einhtllende | Ok ] Frequenz Kammfrequenzen | Ok
fc {in Hz) = 300 f; inHz) =
f=5Hz  [==] -
Af (in Hz) = 50 f, (in Hz) = 20)
L -
A=75 n=12
——— L 2
= L i e f
D S0Hz 100Hz 150Mz ?ObH? I-‘S;';H} 300Mz 35:]H7 ﬂD’GH; 4506z S00Hz 550Hz
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Abb. 12: Simulation zur Veranschaulichung des Zusammenhangs zwischen
der Form des Frequenzkamms und der Pulsfolge
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3.2.1 Pulsdauer und Pulswiederholungsrate

Fur einen klaren, rauscharmen Pulszug ist die Amplitudenverteilung der Moden im Fre-
quenzraum durch eine GauBsche Normalverteilung gegeben. Die Kammzahne haben je-
weils einen Frequenzabstand von f. Um den Zusammenhang zwischen diesen Groen und
der Form des Pulszuges zu verstehen, fuhren Sie die folgenden Aufgaben durch:

Simulation 4

Simulationsaufgaben
1. Verandern Sie die Form der Einhiillenden. Die Ergebnisse sind am besten zu sehen, wenn
die Einhullende von den Kammzahne moglichst mittig und vollstandig ausgefullt wird. Dazu
stellt man die Kammfrequenzen auf der rechten Seite entsprechend ein.

a) Wie verandert die Amplitude 4 der Einhullenden den Puls?

b) Welchen Einfluss hat die Breite des Kamms im Frequenzraum Af auf die Form eines

Pulses?
c) Welche Auswirkung hat die zentrale Frequenz f, auf einen Puls?

2. Verandern Sie die Repetitionsfrequenz f und lesen Sie die Zeit zwischen zwei Pulsen
7 aus dem unteren Diagramm ab. Stimmt dies mit dem theoretischen Zusammenhangf,=i

T
uberein?

In der Simulation ist zu erkennen, dass eine Breite des Kamms Af mit der Pulsdauer zusam-
menhangt: Je breiter der Kamm, desto kirzer ist der Puls. Es kann mathematisch gezeigt
werden, dass sich die Pulsdauer T durch T=4% ausdrucken lasst.

Wie in den vorigen Abschnitten bereits beschrieben und in der Simulation zu erkennen ist,
1

besteht zwischen Pulswiederholungsrate f; und Pulsabstand = der Zusammenhang f/= .

a) b)
Wiederholungsfrequenz f. Frequenzbreite Af
und Pulsabstand ¢ und Pulsdauer T

Frequenz Frequenz

Zeit V\/ \/V Zeit

Abb. 13: Zusammenhang der GroBen des Frequenzkamms mit den GroBSen des Pulszuges.

a) Der Abstand der Zahne des Kamms entspricht der Wiederholungsfrequenz f.. Ein geringer Zahnabstand
fliihrt zu einem groBen Pulsabstand, ein groSer Zahnabstand zu einem kleinen Pulsabstand.

b) Die Breite des Kamms Af hangt mit der Pulsdauer T zusammen: Ein breiter Kamm flihrt zu einer kurzen
Pulsdauer, ein schmaler Kamm zu einer langen Pulsdauer.
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Diese beiden Zusammenhange sind in Abb. 13 dargestellt:

Interessant ist an dieser Stelle die Betrachtung des folgenden Grenzwerts: Wenn wir die
Wiederholungsfrequenz f, immer kleiner werden lassen (und dabei n, die Anzahl der Moden,
entsprechend erhohen), so wird der Pulsabstand immer groBer. Bildet man hiervon den
Grenzwert f,— 0, so erhalt man in der Frequenzdarstellung ein GauB-verteiltes kontinuier-
liches Spektrum (mit der Breite 4f) und in der Zeitdarstellung einen einzelnen Puls (mit der
Pulsdauer T:§)~ Folglich kann ein einzelner Puls durch ein GauB-formiges kontinuierliches
Spektrum beschrieben werden.

3.2.2 Phasenverschiebung und Offsetfrequenz

Durch Dispersion und Kerr-Effekt findet im Resonator eine Phasenverschiebung der einzel-
nen Moden statt." Daraus resultiert eine Phasenverschiebung 4¢ der Pulsschwingung zwi-

Ao 24p
o —

schen zwei aufeinanderfolgenden Pulsen, wie es in Abb. 14 dargestellt ist:
Abb. 14: Bei realen Laserpulsziigen sehen die einzelnen Pulse im Allgemeinen nicht identisch aus. Hier
wandert von Puls zu Puls die Schwingung innerhalb der Einhtllenden. Hierbei verschiebt sich die Phase
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Pulsen um die Phasenverschiebung Agp.

Diese Phasenverschiebung 4¢ hat Einfluss auf die Kammfrequenzen und bewirkt eine Ver-
schiebung der Kammfrequenzen um eine Offsetfrequenz f,:

Jo=n-fit fo

Zur Bestimmung von f, wird neben f,, das uber den Pulsabstand sehr genau ermittelt wer-
den kann, auch die Offsetfrequenz f, benotigt, die mit der Phasenverschiebung 4¢ zusam-
menhangt.

In den folgenden Simulationsaufgaben wird der genaue Zusammenhang zwischen Offset-
frequenz f, und Phasenverschiebung 4¢ erarbeitet und veranschaulicht:

4 Eine willkirliche Phasenverschiebung der Moden wiirde dazu fiihren, dass die Pulse vollstandig verschwin-
den, so wie es in Simulation 3 Aufgabe 2 veranschaulicht wird. Die Phasenverschiebung im Resonator eines
gepulsten Lasers ist aber systematisch (aufgrund des Kerr-Effekts), so dass sie nur zu einer Phasenverschiebung
Ag des Pulses gegenuber der Tragerschwingung fuhrt
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Simulation 4

Simulationsaufgaben

3. Die Form von zwei aufeinanderfolgenden Pulsen ist meistens etwas unterschiedlich. Die
Pulse haben zwar die gleiche Dauer, aber die Schwingungen der Pulse sehen unterschied-
lich aus.

Verandern Sie entweder f;, die niedrigste Frequenz des Frequenzkamms, oder f,, die Offset-
frequenz, und probieren Sie aus:

a. Fur welche Frequenzen f; oder f, sehen alle Pulse identisch aus?

b. Fur welche Frequenzen f oder f, sehen aufeinanderfolgende Pulse genau spiegelver-
kehrt aus?

c. Stellen Sie f, auf 12 Hz ein. Wie muss die Frequenz f, gewahlt werden, damit jeder dritte
Puls gleich aussieht? Wie muss sie gewahlt werden, damit jeder vierte Puls identisch
ist?

Um die Pulse besser vergleichen zu konnen, ist es hilfreich die Ansicht der Trager-
schwingung zu aktivieren.

d. Wie mussen f, und f, allgemein gewahlt werden, damit jeder m-te Puls identisch aus-
sieht?

Die Ergebnisse dieser Simulationsaufgaben kdonnen wie folgt zusammengefasst werden:

« Istdie Offsetfrequenz f,= 0, dann sehen zwei aufeinanderfolgende Pulse identisch aus.
Hier besteht keine Phasenverschiebung, also ist 4¢p=0.

« Istdie Offsetfrequenzf,#0, so findet eine Phasenverschiebung 4¢ # 0 statt. Die Schwin-
gungen von zwei aufeinanderfolgenden Pulsen sind um 4¢ phasenverschoben.

« Ist die Offsetfrequenz f, genau %-tel der Wiederholungsfrequenz £, also f, ={n—' , SO hat
der Puls nach m Wiederholungen wieder die gleiche Phase.

Aufgabe 6

Zeigen Sie anhand dieser Ergebnisse, dass die Phasenverschiebung von Puls zu Puls die
5

Bedingung:Ago=27r-f erfullt.

Losung: Wenn der Puls nach m Wiederholungen wieder die urspriingliche Phase hat, so
muss in diesem Fall die gesamte Phasenverschiebung m - Ap genau eine Periode, also 2n
entsprechen™. Somit gilt: m - Ap = 2z. Da m angibt, wie oftf, in f, passt, gilt: m =§ . Setzt man
die zweite Gleichung in die erste Gleichung ein und l6st nach der Phasenversc%iebung auf,
erhalt man die obige Gleichung.

> Dies gilt solange f, ein ganzzahliger Teiler von f; ist. Istf,,=% - f,, so ist der Puls ebenfalls nach m Wiederholun-
gen wieder identisch. Hierbei betragt die gesamte Phasenverschiebung m - 4¢p =k - 2z. Somit ist in diesem Fall
die Phasenverschiebung zwischen zwei Pulsen 4¢ :% - 2. Mit dem Zusammenhang zwischen f, und f, ergibt

sich ebenfalls: 4¢ =5—f - 27,
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Die im Resonator entstandene Phasenverschiebung 4¢ fihrt zu einer Verschiebung der Zah-
ne des Frequenzkamms um die Offsetfrequenz f,. Der Zusammenhang zwischen diesen bei-
den GroRBen ist durch folgende Gleichung gegeben:

= fo
A(p—Zﬂ'-ﬁ

Um die Kammfrequenzen zu ermitteln, muss wegen f, =n - f. + f, die Offsetfrequenz genau
bekannt sein. Leider konnen weder Offsetfrequenz noch Phasenverschiebung direkt gemes-
sen werden. Eine interferometrische Messung der Phasenverschiebung ist zwar moglich.
Die Genauigkeit wiirde dabei aber nicht ausreichen.

Die Methode der Selbstreferenz, mit der die Offsetfrequenz bestimmt wird, wird in Ab-
schnitt 3.4 erlautert.

3.2.3 *Mathematische Herleitung des Zusammenhangs zwischen
Phasenverschiebung und Offsetfrequenz

Diese Beziehung zwischen Offsetfrequenz und Phasenverschiebung kann auch durch reine
mathematische Uberlegungen hergeleitet werden:

Wenn die Pulsschwingung zwischen zwei Pulsen um A4¢ phasenverschoben ist, dann ist
dies genauso, als ob alle Moden zwischen zwei Pulsen um die Phase 4¢ verschoben waren.
Somit haben alle Moden zwischen zwei aufeinanderfolgenden Pulsen — also nach der Zeit
t—die Phasenverschiebung 4¢. Nach einer beliebigen Zeit t haben die Moden entsprechend
die Phasenverschiebung A—f’ - t. Berlicksichtigt man diese Phasenverschiebung bei allen Mo-
den, lasst sich die Schwingung einer Mode wie folgt ausdrucken:

Y|
sn:An-sin(Znnfr-t+A—f-t):An-sin(Zn(n-fr+2—¢)-t)

T

Da die n-te Mode die Form s, = 4, - sin(2x f, - 1) hat, kann der Term n - f, + 5= mit der Fre—
quenz f, identifiziert werden. Es glltalsof ne f+ f, mitf, = an)r AW’ Somlt |stAgo 21

3.2.4 Pulsstabilitat und Frequenzkamm

Wie in den vorigen Abschnitten gezeigt wurde, hangt die Pulswiederholungsfrequenz f, di-
rekt mit der Zeit zwischen zwei Pulsen T zusammen. Es ist deswegen naheliegend, dass ein
streng periodischer Pulszug, der zwischen den einzelnen Pulsen immer den gleichen zeitli-
chen Abstand z hat, in der Frequenzdarstellung auch immer den gleichen Frequenzabstand
f, zwischen den Moden aufweist. Diese Aussage kann mathematisch exakt belegt werden.'

Es stellt sich aber die Frage, ob der Frequenzabstand bei realen Frequenzkammen aufgrund
experimenteller Ungenauigkeiten wirklich der theoretischen Wiederholungsfrequenz ent-
spricht. Selbst eine geringe Abweichung hatte groBe Auswirkungen: Ein typischer Titan-
Saphir-Laser hat eine Repetitionsfrequenz von etwa einem GHz. Ein optischer Kamm, der
einen Frequenzbereich von ein paar Hundert THz aufweist, hat einige 100.000 Zahne. Selbst
eine sehr geringe Variation der Repetitionsfrequenz, dem Abstand zwischen zwei benach-
barten Zahnen, konnte durch die groBe Anzahl der Zahne so verstarkt werden, dass der
Kamm fur genaue Messungen unbrauchbar wird.

6 Dies kann sowohl (iber die Fourier-Entwicklung der Pulsfolge als auch tber die Betrachtung der Gruppenge-
schwindigkeitsdispersion gezeigt werden (Udem 2002B). Diese Herleitungen uberschreiten aber den Rahmen

dieses Textes.
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In der nachsten Simulationsaufgabe wird untersucht, wie sich Stérungen der Kammfre-
quenzen auf den Verlauf des Pulszuges auswirken.

Simulation 4

Simulationsaufgaben

4. Verandern Sie den Kamm so, dass sich der Frequenzabstand zwischen den Pulsen nur
geringflgig andert. Verschieben Sie dazu die farbigen Kreise an den Spitzen der Zahne. Be-
obachten Sie, wie sich die Form des zeitlichen Signals verandert.

Es ist erstaunlich, wie sich nur geringflige Veranderungen der Kammfrequenzen auf den
Verlauf des Pulszuges auswirken. In Abb. 15 a) ist ein perfekt regelmaiger Frequenzkamm
und der daraus resultierende Pulszug dargestellt. In Abb. 15 b) wurden die Frequenzen der
einzelnen Pulse kaum wahrnehmbar verschoben. Es ist zu sehen, dass selbst bei dieser ge-
ringen Frequenzanderung die Pulse des Pulszuges bereits nach wenigen Pulsen zerlaufen.

Nun kann man wie folgt argumentieren: Wenn nur geringfuge Veranderungen der Kamm-
frequenzen die Pulse zerflieBen lassen, so kann ein regelmaRiger Pulszug nur von einem
regelmafRigen Frequenzkamm erzeugt werden. Ist der Pulszug also regelmalig, was experi-
mentell gut zu uberprufen ist, muss auch ein regelmaBiger Frequenzkamm vorliegen.

a)
F f
requenz 150Hz  200Hz ~ 250Hz  300Hz  350Hz  400Hz
Zeit

243 0.268|/(0:28s  0.3s s 0.34s

I

b)

Frequenz 150Hz  200Hz  250Mz  300Hz 350z  400Hz

Zeit

IH( Hl 1“1. 4”“11 .HHlnm..l

]
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Abb. 15: Auswirkung von UnregelmaBigkeiten der Kammzahne auf die Pulsfolge.
a) regelmaBiger Frequenzkamm b) unregelméBiger Frequenzkamm
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Experimentelle Verwirklichung von optischen
Frequenzkammen

Bereits in den 1970er Jahren gab es Uberlegungen, Femtosekundenlaser als optische Fre-
quenzkamme zu verwenden (Eckstein 1978). Aber erst Ende der 1990er Jahre war es mog-
lich, die Offsetfrequenz und damit die Frequenzen der einzelnen Kammzahne genau zu
bestimmen (Udem 2002A und Hall 2001). Die experimentelle Methode der Selbstreferenz,
durch die dies ermoglicht wurde, wird in Abschnitt 3.3.1 dargestellt.

Die Methode der Selbstreferenz kann aber nur angewandt werden, wenn die Frequen-
zen des Kamms mindestens eine Oktave Uberspannen. Eine Oktave beschreibt — genau-
so wie in der Musik — das Intervall von einer Frequenz bis zum Doppelten ihres Werts.
Die Erzeugung eines Frequenzkamms dieser Frequenzbreite stellte auch bis Ende
der 1990er Jahre eine experimentelle Herausforderung dar. Mithilfe von photoni-
schen Kristallphasern gelang es schlieflich, optische Frequenzkamme spektral auf
eine Oktave Licht zu verbreitern, sodass eine Ermittlung der Offsetfrequenz moglich
war (Alfano 2007). Auf diese Frequenzverbreiterung wird in Abschnitt 3.3.2 eingegangen.

3.3.1 Selbstreferenz — Messung der Phasenverschiebung

Die grofRte experimentelle Herausforderung bei der Verwirklichung eines optischen Fre-
quenzkamms ist die genaue Bestimmung der Offsetfrequenz f,. Mit der Methode der Selbst-
referenz ist es den Arbeitsgruppen von Theodor Hansch und von John L. Hall Ende der
1990er unabhangig voneinander gelungen die Offsetfrequenz so genau zu bestimmen.

Man geht dabei so vor, wie dies in Abb. 16 skizziert ist:
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Abb. 16: Methode der Selbstreferenz (Quelle: Kozma 2014)

Hierzu verwendet man das Signal einer moglichst niedrigen Frequenz des Frequenzkamms.
Diese hat die Frequenz: f, =n- f, + f,. Verdoppelt man diese Frequenz, beispielsweise durch
einen nichtlinearen Kristall, erhalt man: 2f, =2 (n- f + f,). Dieses Signal uberlagert man mit
einem Signal des Kamms mit etwa der doppelten Frequenz f,, =2n - f, + f,. Zwischen diesen
beiden Signalen entsteht eine Schwebung, wie dies in Abschnitt 2 beschrieben ist.
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Bestimmt man die Schwebungsfrequenz, stellt man fest, dass diese genau der Offsetfre-
quenz f, entspricht:

.fSchwebungz | Zﬁy_on |= |2(n.fr+f0)_2n.fr+f(‘7| =.fD

Experimentell wird dies so umgesetzt, dass mit optischen Filtern breitere Bander des
Frequenzspektrums am unteren sowie am oberen Rand des Spektrums separiert wer-
den. Die oben beschriebene Uberlagerung findet jeweils paarweise bei zwei passenden
Frequenzen des Kamms statt. Bei jeder dieser Uberlagerungen entsteht eine Schwebung
mit der Offsetfrequenz f,. Die Summe dieser Schwebungssignale hat eine relativ hohe
Intensitat, die mithilfe einer Hochgeschwindigkeitsfotodiode vermessen werden kann.

3.3.2 Photonische Kristallfasern — Erzeugung einer Oktave Licht

Die spektrale Breite eines gewohnlichen Titan-Saphir-Lasers reicht von etwa 670 bis 1070
nm und ist somit nicht ausreichend fir die im letzten Abschnitt beschriebene Technik der
Selbstreferenz. Mithilfe von photonischen Kristallphasern ist es aber moglich die Bandbrei-
te von Laserpulsen zu erweitern.

Dabei wird das Licht des Laserpulses durch eine spezielle Glasfaser geleitet. Innerhalb des
Lichtleiters finden wie im Lasermedium, verschiedene Effekte statt, die Einfluss auf den
Laserpuls haben. Die beiden wichtigsten sind hierbei die Dispersion sowie der Kerr-Effekt,
die im Abschnitt 3.1.5 besprochen wurden.

In diesem Fall ist aber nur der Kerr-Effekt erwiinscht. Die Dispersion wirde in einer ge-
wohnlichen Glasfaser zum ZerflieBen der Pulse fuhren, da die Wellen unterschiedlicher
Frequenzen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten auseinander laufen wirden. Photoni-
sche Kristallfasern sind so konzipiert, dass der Effekt der Dispersion so weit wie moglich
reduziert wird und nur eine sehr geringe zeitliche Verbreiterung des Pulses stattfindet. Hier-
durch konnen die Laserpulse eine relativ lange Strecke innerhalb der Faser zuricklegen, um
den gewtlnschten Effekt der Selbstphasenmodulation zu verstarken:

Durch den Kerr-Effekt wird innerhalb der Glasfaser die Ausbreitungsgeschwindigkeit dort
reduziert, wo der Puls hohe Intensitaten aufweist. Dadurch wird wiederum der Puls selbst
verformt. Diese Veranderung des Pulses aufgrund seiner eigenen Intensitat wird als Selbst-
phasenmodulation bezeichnet. Dabei wird in der Mitte des Pulses die Schwingung am
meisten verlangsamt, da hier die Intensitat maximal ist. Dies fuhrt zu einer Verzogerung
der Wellenberge und -taler, die innerhalb des Pulses nach hinten geschoben werden. Die
Enden des Pulses bleiben dabei so gut wie unverandert, da hier die Intensitat des Pulses
und somit der Effekt der Selbstmodulation gering ist. Deswegen breiten sich diese mit einer
unveranderten Geschwindigkeit aus. Somit bleibt die Breite des Pulses gleich, nur die Wel-
lenberge und -taler werden innerhalb des Pulses nach hinten geschoben. Dies fuhrt zu einer
Streckung der Wellen an der Pulsfront und zu einer Stauchung der Wellen am Pulsende, so
wie es in Abb. 17 zu sehen ist
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Abb. 17: Die Selbstphasenmodulation einer photonischen Kristallfaser fiihrt zu einem Verschieben der Wel-
lenberge und —téler. a) Puls vor der Selbstphasenmodulation b) Puls nach der Selbstphasenmodulation

Die Selbstphasenmodulation fuhrt zu einer Erweiterung der Bandbreite des Laserpulses. In
Abb. 17 b) ist zu sehen, dass sich die Frequenz der Pulsschwingung wahrend des Pulses
verandert: An der Pulsfront ist die Frequenz erkennbar niedriger als am Ende. Daran lasst
sich die Bandbreitenerweiterung des Pulses gut erkennen.

Die Selbstphasenmodulation findet bei allen Pulsen eines Pulszuges naturlich identisch
statt. Daher entsteht nach Durchlaufen der photonischen Kristallfaser wieder ein Pulszug
mit dem gleichen Pulsabstand 7 bzw. der gleichen Wiederholungsfrequenz f. Somit mussen
die neu entstandenen Frequenzen ebenfalls die Bedingung:

Jo=n- it fo

erfullen. Eine Mode, die nicht diese Bedingung erfullen wirde, hatte nicht die richtige
Periodizitat und wurde nicht zu einem f-periodischen Pulszug fuhren. Dieser Zusammen-
hang wurde auch in Simulationsaufgabe 4 der Simulation 4 veranschaulicht.
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Aktuelle Entwicklungen

Frequenzkamme sind heutzutage ein nicht mehr wegzudenkendes Werkzeug in vielen La-
boren auf der ganzen Welt. Die Frequenzkammtechnik hat sich seit ihrer Entwicklung in den
letzten zwei Jahrzehnten deutlich weiterentwickelt. Seit einigen Jahren konnen sogar fertige
Frequenzkammsysteme kommerziell erworben werden, die wartungsarm und einfach zu be-
dienen sind. Hier kann per Knopfdruck die Repetitionsfrequenz f, direkt eingestellt werden,
sodass im THz-Bereich jede beliebige Frequenz auf einfache Weise erzeugt werden kann.
Diese Frequenzkamme basieren auf Faserlasersystemen, die weniger storanfallig sind, als
die in diesem Artikel beschriebenen Titan-Saphir-Lasersysteme. Das Prinzip der Frequenz-
kamme ist in beiden Fallen aber das gleiche.

Anwendung von Frequenzkammen: Uhren-
vergleich

In diesem Abschnitt wird dargestellt, wie mithilfe eines Frequenzkamms eine optische Fre-
quenz gemessen wird. Bei diesem Verfahren wird, korrekterweise, von einem Frequenzver-
gleich gesprochen, da dabei die Frequenz einer optischen Schwingung (z.B. einer optischen
Atomuhr) mithilfe eines Frequenzkamms mit der Frequenz einer Mikrowellen-Schwingung
(z.B. einer Casium-Atomuhr) verglichen wird.

Experimenteller Aufbau und Durchfiihrung

Zur ,Vermessung” einer optischen Frequenz f, . mithilfe eines Frequenzkamms muss das
Signal der optischen Schwingung mit dem Signal des Frequenzkamms uberlagert werden.
In dem hier betrachteten Beispiel wird exemplarisch die Frequenz einer optischen Atom-
uhr'” untersucht.”

Wie in Abb. 18 zu sehen ist, wird dabei der Laser der Atomuhr und der Laser des Frequenz-
kamms mithilfe eines Strahlteilers iiberlagert. Das Uberlagerungssignal wird mit einer
Hochgeschwindigkeitsfotodiode detektiert.

Abb. 18: Experimenteller Aufbau zur Unter-
Frequenz- suchung einer optischen Atomuhr mit einem
kamm £, fo Frequenzkamm,

Joot: Frequenz der optischen Atomubhr,
f.: Repetitionsfrequenz des Frequenzkamms,
f,: Offsetfrequenz des Frequenzkamms,
Optische Fotodiode Fcnwebung © SChwebungsfrequenz der Uberlage-
Atomuhr for Sschwebung rung des Signals der optischen Uhr und dem
. benachbarten Zahn des Frequenzkamms.
Strahlteiler

7 Optische Atomuhren funktionieren prinzipiell genauso wie Mikrowellen-Atomuhren: Dabei wird das Signal
eines Lasers auf die Frequenz eines optischen Atomibergangs stabilisiert. Eine optische Atomuhr erzeugt also
Laserlicht mit einer sehr genauen, zeitlich konstanten Frequenz.

8 Die ,Vermessung” anderer optischen Signale mit einem Frequenzkamm (z.B. bei der Wasserstoffspektrosko-
pie) beruhen auf dem gleichen Prinzip. Die dafur verwendeten experimentellen Verfahren unterscheiden sich
dadurch kaum von der hier vorgestellten Methode.
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Frequenzvergleich

Bei der Uberlagerung entsteht eine Schwebung zwischen dem Signal der Atomuhr und
dem benachbarten Zahn des Frequenzkamms.” Dieses Schwebungssignal f,,ep.., liegt im
Mikrowellenbereich und kann von einer Fotodiode aufgelost werden. In Abb. 19 sind die
Frequenzen der beiden Signale schematisch dargestellt.

optische Atomuhr

Son
ﬁchwebung:lfr‘t _ﬁpt |
Frequenzkam
_I I Frequenz

o

Abb. 19: Schematische Darstellung der Frequenzen des Frequenzkamms und der optischen Atomuhr. Bei der
Uberlagerung der beiden Signale entsteht ein Schwebungssignal mit der Frequenz f, ,epung = | fo= fopt |

Durch einen Vergleich mit einer Casium-Atomuhr konnen die drei Mikrowellen-Frequenzen:
f, (Offsetfrequenz des Frequenzkammes), /. (Repetitionsfrequenz des Frequenzkamms) und
Sscnwenung (SChwebungsfrequenz der Uberlagerung des Signals der optischen Atomuhr und des
benachbarten Zahns des Frequenzkamms) , bestimmt“?° werden.

Die optische Frequenz £, , lasst sich durch diese drei Frequenzen wie folgt ausdrucken:

f;pt =n- f; + f;) if;chwebung
Aufgabe 7

Zeigen Sie, dass sich der Zusammenhang

f;)pt =n- ﬁ + ft; et f.;chwebung

aus der Schwebungsfrequenz (s. dazu Abschnitt 2.3.3):

f;chwebung = | fr‘1_fc‘1pt|

und der Frequenz des n-ten Zahns des Frequenzkamms (s. dazu Abschnitt 3.2.2):
Jo=n- St fo

herleiten lasst.

1n Abschnitt 2.3 wird das Phanomen der Schwebung sowie das Prinzip der Messung von optischen Signalen
mithilfe von Schwebungen ausfuhrlich erlautert.

20 Genauer gesprochen wird durch Frequenzvergleich jeweils ein Verhaltnis zwischen diesen Frequenzen und
der Frequenz der Casium-Atomuhr ermittelt.
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Um mit der Gleichung f,,, =n - f. + f,  fopuenng @rD€ItEN ZU kONnen, muss neben den vier
Frequenzen einerseits noch das n bekannt sein, und andererseits muss man wissen, ob das
Schwebungssignal am Ende der Gleichung addiert oder subtrahiert werden muss.

Einerseits muss also bekannt sein, welcher Zahn des Frequenzkamms am nachsten an der
Frequenz der optischen Atomuhr liegt und zusammen mit dem Signal der optischen Atom-
uhr das Schwebungssignal erzeugt — hieraus ergibt sich das n. Andererseits muss man wis-
sen, welche dieser beiden Frequenzen grofer ist — hieraus ergibt sich, ob die Schwebungs-
frequenz addiert oder subtrahiert werden muss.

Diese beiden Informationen erhalt man, indem man die Frequenz der optischen Atomuhr
mit einem Wellenlangenmessgerat?! relativ grob bestimmt. Vergleicht man die Lage dieser
grob ermittelten Frequenz mit den bekannten Frequenzen des Frequenzkamms, sieht man
— wie in Abb. 19 zu erkennen ist —, welcher Zahn am nachsten an der Frequenz der opti-
schen Atomuhr liegt und ob die Frequenz der optischen Atomuhr groBer oder kleiner als die
Frequenz dieses Zahns ist.

In den folgenden beiden Aufgaben wird die optische Frequenz einer Strontium-Atomuhr
mithilfe eines Frequenzkamms und einer Casium-Atomuhr ermittelt.

Aufgabe 8

Mit einem Wellenlangenmessgerat wurde die Frequenz einer Strontium-Atomuhr auf
429.228.000 + 8 MHz genau bestimmt. Die Repetitionsfrequenz des verwendeten Frequenz-
kamms wurde auf £=100.000,00 kHz eingestellt. Die Offsetfrequenz betrug bei dieser Mes-
sung f,=67.563,39 kHz, die Schwebungsfrequenz £, ..., = 36.666,48 kHz. Diese drei Frequen-
zen wurden mithilfe einer Casium-Atomuhr eingestellt bzw. bestimmt.

a) Ermitteln Sie den Zahn des Frequenzkamms, der am nachsten an der Frequenz der Stron-
tium-Atomuhr liegt, und ob die Frequenz der Strontium-Atomuhr grofRer oder kleiner als die
Frequenz dieses Zahns ist.

b) Bestimmen Sie die Frequenz der Strontium-Atomuhr.

Losung:

a) n =4.292.279; die Frequenz des am nachsten gelegenen Zahns des Frequenzkamms
ist: f, =n- f + f, =429.227.967.563,39 kHz. Die Frequenz der Strontium-Atomuhr liegt et-

was Uber dieser Frequenz. Deswegen muss in diesem Fall die Schwebungsfrequenz zur
Frequenz des Zahns addiert werden, um die Frequenz der Atomuhr zu erhalten, hier gilt:

fc;pt =n- f; * f;) o f;chwebung'

b) f,,. = 429.228.004.229,87 kHz = 429,228 004 229 87 THz

21 Als Wellenlangenmessgerate werden beispielsweise Gitterspektrometer oder Michelson-Interferometer ver-
wendet.
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